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Развивается системный подход к оценке динамических особенностей элементов механических колебательных систем, 

находящихся в условиях связных внешних вибрационных нагружений силовой или кинематической природы. Основой развивае-

мого подхода служит метод структурного математического моделирования, в рамках которого механическим колебатель-

ным системам, используемым в качестве расчетных схем технических объектов, сопоставляются схемы эквивалентных в 

динамическом отношении систем автоматического управления. Объектами, динамические состояния которых оцениваются 

в рамках методологического подхода, служат массоинерционные элементы механических колебаний систем. Предполагает-

ся, что система совершает малые вынужденные установившиеся колебания. Предметом исследования служат состояния и 

формы динамических взаимодействий элементов. Предложено развитие методологии структурного-математического моде-

лирования в оценке динамических особенностей технических объектов на основе представлений о состояниях и формах взаи-

модействий элементов механических колебательных систем с несколькими степенями свободы с учетом зависимых внешних 

силовых нагружений. В рамках единого методологического подхода разработан метод интерпретации динамических состоя-

ний элементов механических колебательных систем, находящихся под воздействием связных возмущений силовой природы, с 

помощью ориентированных графов динамических состояний. Графы динамических состояний образованы вершинами и дуга-

ми, интерпретирующими динамические состояния и формы динамических взаимодействий элементов системы. Разработан 

подход, в котором совокупности динамических состояний взаимодействующих элементов механической колебательной си-

стемы с двумя степенями свободы рассмотрены в зависимости от характера связности внешних силовых возмущений. Пред-

ложен способ построения графов динамических состояний с учетом выбора специальных состояний. Показано, что постро-

енные графы представляют собой конечный набор динамических инвариантов, отображающих особенности приложения 

внешних воздействий. 

 

Ключевые слова: механические колебательные системы; структурное математическое моделирование; динамическая по-

датливость; формы динамических взаимодействий; динамические инварианты. 
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Systematic approach is being developed to evaluate the dynamic features of elements of mechanical oscillatory systems. The systems 

under consideration are under conditions of external vibration loads of a power or kinematic nature. It is assumed that the system 

makes small forced steady oscillations. A methodology of structural mathematical modeling for assessing the dynamic characteristics of 
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technical objects is proposed. The approach is based on the method of structural mathematical modeling, in which a mechanical oscilla-

tory system used as a design scheme of a technical object is compared with the scheme of a dynamically equivalent automatic control 

system. The objects whose dynamic states are evaluated are mass-inertial elements of mechanical oscillatory systems. The subject of the 

evaluation is the dynamic states and forms of interactions of elements of mechanical oscillatory systems with several degrees of free-

dom, taking into account dependent external force loads. Within the framework of a unified methodological approach, a method for 

interpreting dynamic states using oriented graphs has been developed. Graphs of dynamic states are formed by vertices and arcs inter-

preting dynamic states and forms of dynamic interactions of elements. The developed approach makes it possible to display the totality 

of the dynamic states of the system depending on the coefficient of connectivity of external force disturbances. It is shown that the con-

structed graphs can be considered as invariants reflecting the features of the dynamics of mechanical oscillatory systems under the in-

fluence of dependent external force disturbances. 

 

Keywords: mechanical oscillatory systems; structural mathematical modeling; dynamic compliance; forms of dynamic interactions; 

dynamic invariants. 

 

Введение. В рамках задач обеспечения безопасно-

сти транспортных и технологических комплексов осо-

бое значение приобретают системные разработки в 

направлении фундаментальных научных исследований 

[1; 2]. Методологические подходы к решению задач 

безопасного функционирования транспортного ком-

плекса предполагают внимание к возможностям управ-

ления динамическими характеристикам технических 

объектов с учетом растущих требований к пропускной 

способности элементов транспортной инфраструктуры 

[3]. Особое место в задачах динамики занимают прак-

тические и теоретические вопросы, связанные с вибра-

ционным воздействием на технические объекты [4–11]. 

Значительное развитие в этом направлении получили 

теория вибрационной защиты, вопросы управления 

колебаниями системы твердых тел и др. [12–16]. 

Разработка методологических основ управления 

динамическими характеристикам технических объек-

тов предполагает развитие методов и средств оценки, 

контроля и формирования особенностей взаимодей-

ствия элементов технических объектов, находящихся 

под периодическим воздействием внешних силовых 

или кинематических факторов. В свою очередь, про-

блемы управления динамическими режимами техниче-

ских объектов инициируют поиск методов математиче-

ского моделирования существенных особенностей си-

стем, находящихся в условиях вибрационных воздей-

ствий [19; 20]. 

Для оценки динамических состояний широкого 

класса технических объектов в инженерной практике 

часто на начальных этапах исследования в качестве 

расчетных схем используются механические колеба-

тельные системы с сосредоточенными параметрами. 

Широкое распространение в оценке динамических со-

стояний получили методы структурного математиче-

ского моделирования, в рамках которых механическим 

колебательным системам с несколькими степенями 

свободы, используемым в качестве расчетных схем 

технических объектов, сопоставляются структурные 

схемы эквивалентных в динамическом отношении си-

стем автоматического управления [21–25]. 

Существенные динамические особенности, которые 

могут быть оценены на основе методов структурного 

математического моделирования, связаны с режимами 

динамического гашения колебаний, приведенными 

динамическими характеристиками, особенностями ры-

чажных или дополнительных связей с учетом включе-

ния в систему устройств преобразований движений, 

формами связности внешних возмущений, преобразо-

ваниями структурных схем и др. [26].  

Некоторое развитие методы структурного матема-

тического моделирования получили в направлении 

оценки динамических характеристик механических 

колебательных систем на основе так называемых энер-

гетических частотных функций и функций демпфиро-

вания [27–30]. В свою очередь, фундаментальными 

характеристиками механических колебательных си-

стем, совершающих вынужденные установившиеся 

движения, являются динамические состояния и формы 

динамических взаимодействий элементов. 

Вместе с тем, вопросы влияния характеристик эле-

ментов механических колебательных систем, парамет-

ров приложения внешних возмущений, особенностей 

включения устройств преобразования движения на 

многообразие возможных динамических состояний и 

форм динамических взаимодействий элементов требу-

ют разработки новых методов на основе обобщенных 

представлений.  

Статья посвящена разработке методологических ос-

нов оценки и классификации динамических состояний 

и форм динамических взаимодействий элементов ме-

ханических колебательных систем, находящихся под 

воздействием зависимых внешних возмущений кине-

матической или силовой природы. 

I. Основные положения. Постановка задачи. Рас-

сматривается механическая колебательная система с 

двумя степенями свободы, образованная массоинерци-

онными элементами m1, m2, которые связаны между 

собой и с опорными поверхностями с помощью упру-

гих элементов с жесткостями k1, k2, k3 (рис. 1). 

3k
2k

1k
2m

1m

2y
1y

1Q
2Q

 

Рис. 1. Расчетная схема технического объекта: m1, m2 

—массоинерционные элементы; k1, k2, k3 — жесткости 

упругих элементов; y1, y2 — обобщенные координаты; 

Q1, Q2 — внешние силы 

Под воздействием внешних гармонических синфаз-

ных силовых возмущений Q1 и Q2 элементы m1, m2 со-

вершают малые установившиеся колебания относи-

тельно положения статического равновесия. В качестве 

обобщенных координат рассматриваются смещения y1, 

y2 массоинерционных элементов m1, m2 относительно 

положения статического равновесия. 
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На основе формализма Лагранжа с использованием 

функций потенциальной и кинетической энергий вида: 

2 2 2
1 1 2 2 1 3 3

1 1 1
( )

2 2 2
k y k y y k y = + − + , (1) 

2 2
1 1 2 2

1 1

2 2
m y m y = + .    (2) 

строится система дифференциальных уравнений с уче-

том нулевых начальных условий:  

1 1 1 2 1 2 2 1( )m y k k y k y Q+ + − = ,   (3) 

2 1 2 2 2 3 2 2( )k y m y k k y Q− + + + = .      (4) 

Построенная система (3)–(4) дифференциальных 
уравнений по действием преобразований Лапласа [31] с 
учетом нулевых начальных условий преобразуется к 
системе алгебраических уравнений относительно изоб-

ражений 
1y ,

2y , рассматриваемых как функции ком-

плексной переменной p j=  , 1j = − : 

 2

1 1 2 1 2 2 1( )m p k k y k y Q+ + − = ,  (5) 

2

2 1 2 2 3 2 2( )k y m p k k y Q− + + + = .                     (6) 

На основе известных методов [26] алгебраическая 

система (5)–(6) может быть представлена структурной 

схемой эквивалентной в динамическом отношении си-

стемы автоматического управления (рис. 2). 

 

2k

2k
2

1 1 2

1

m p k k+ +
2

2 2 3

1

m p k k+ +
1Q

1y
2Q 2y

 

Рис. 2. Структурная схема механической колебатель-

ной системы на рис. 1 

2. В предположении, что внешнее силовое воздей-

ствие приложено к массоинерционному элементу m1 

(Q1 ≠ 0, Q2 = 0), особенности динамических взаимо-

действий элемента m1 определяются передаточной 

функции системы в виде: 

2

2 2 31
11

1

( )
( )

m p k ky
W p

Q A p

+ +
= = ,  (7) 

где: 
2 2 2

1 1 2 2 2 3 2( ) ( )( )A p m p k k m p k k k= + + + + −   (8) 

— характеристический многочлен. 

После подстановки p j=   передаточная функция 

(7) системы (рис. 2) принимает вид амплитудно-частот-

ной характеристики: 
2

1 1 2
11 2 2 2

1 1 2 2 2 3 2

( )
( )( )

m k k
A

m k k m k k k

−  + +
 =

−  + + −  + + −
.  (9) 

График амплитудно-частотной характеристики отоб-

ражает совокупность динамических особенностей, свя-

занных с динамическим гашением колебаний и резонан-

сом (рис. 3). 

 

Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика пере-

даточного отношения y̅1/Q̅1: 1, 3 — положительные 

ветви графика; 2, 4 — отрицательные ветви графика; 

т. 1. и т. 2 — отображают собственные частоты ω1 и 

ω2; т. 3 отображает частоту динамического гашения 

 

3. Амплитудно-частотная характеристика определе-

на выбором объекта, динамическое состояние которого 

оценивается. В рамках исследования объектом оценки 

служит массоинерционный элемент m1. Для рассматри-

ваемой системы совокупность динамических особен-

ностей, представленных амплитудно-частотной харак-

теристикой, может быть отображена в виде ориентиро-

ванных графов, построение которых определяется вы-

бором предмета исследования и системой обобщений. 

Если предметом исследования служит конкретное ди-

намическое состояние механической колебательной 

системы, то системе сопоставляется ориентированный 

граф динамических состояний, в котором вершины 

отображают динамические состояния, связанные с ха-

рактерными частотами (собственные частоты системы, 

частоты динамического гашения колебаний, частоты 

обнуления амплитуды колебания и др.), а дуги отобра-

жают формы динамических взаимодействий, которые 

определяются направленностями движений элемента 

механической колебательной системы относительно 

рассматриваемого в качестве базового возмущения 

силовой или кинематическая природы.  

Форма динамического взаимодействия считается 

положительной, если направленности движения эле-

мента в виде синусоиды совпадает с направленностью, 

взятой за базовую, изменения внешнего возмущающего 

фактора силовой природы (рис. 4, а). Форма динамиче-

ского взаимодействия элемента системы с координатой 

y1, совершающего малые установившиеся колебания 

под воздействием внешнего силового возмущения Q1, 

считается отрицательной, если направленность движе-

ния элемента противоположна направленности изме-

нений внешнего возмущения (колебания находятся в 

противофазе) Q1 (рис. 4, б). 

4. В рамках представлений о синфазных устано-

вившихся колебаниях с амплитудами, которые могут 

принимать положительные и отрицательные значения, 

«положительность» и «отрицательность» форм дина-

мических взаимодействий элемента эквивалентны «по-

ложительности» и «отрицательности» передаточного 

отношения 
1 1 ( )y Q  на определенной частоте ω.  



Systems Methods Technologies. A.V. Eliseev et al. System approach … 2022 № 2 (54) p. 7-19 

10 

В частности, совокупность динамических состояний 

и форм динамических взаимодействий элемента систе-

мы y1 на частотном интервале (0, ω1), представленная 

1 1 ( )y Q   амплитудно-частотной характеристикой (рис. 3), 

может быть представлена в виде графа G0 = {V0, E0} 

(рис. 5), образованного вершинами V0 = {v0
1,v0

2}, где 

вершина v0
1 = ’0<’ отображает состояние покоя системы 

при отсутствии внешнего возмущения ω = 0, вершина v0
2 

= ’∞’отображает состояние 

резонанса на первой собств

енной частоте ω = ω1, и дуга E0 = {e0
1}, 

где   e0
1 = < (v0

1, v0
2),+> отображает положительную 

форму взаимодействия и соответствует положительной 

ветви графика амплитудно-частотной характеристики 

(рис. 3, линия 3). 

Таким образом, особенности динамических взаимо-

действий элементов системы, находящейся под воздей-

ствием внешнего силового возмущения, на фиксирован-

ном частотном интервале могут быть представлены ори-

ентированным графом. Число вершин графа определяет-

ся с учетом существенных признаков, зависящих от спе-

цифики анализируемых характеристик объекта, динами-

ческие состояние которого оцениваются. 

5. Совокупность динамических состояний на интер-

вале (0, ω1) в виде графа G0 (рис. 5) может быть расши-

рена до совокупности динамических состояний. Для 

оценки динамических особенностей элемента y1 ная 

оценки динамических особенностей элементаG’= {V’, 

E’} (рис. 6, а) на основе амплитудно-частотной характе-

ристики, рассматриваемой в области (0, ∞) (рис. 3). 
 

а 

 

 

б 

 
 

Рис. 4. Формы динамических взаимодействий элемента 

механической колебательной системы для различных ча-

стот внешнего возмущения: а — положительная форма 

взаимодействия (1 — график внешнего возмущения Q1 

на частоте ω = 1 рад./с, 2 — график координаты y1); б — 

отрицательная форма взаимодействия (3 — график 

внешнего возмущения Q1 на частоте ω = 0.2 рад./с, 4 — 

график смещения координаты y1) 

 

0 =



1 = 
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Рис. 5. Ориентированный граф G0 = {V0, E0} динами-

ческих взаимодействий элемента y1 на частотном ин-

тервале (0, ω1), ω1 — первая собственная частота; V0 = 

{v0
1, v0

2}, где v0
1, v0

2 — вершины графа; E0 = {e0
1}, e0

1 = 

< (v0
1, v0

2), +> — ориентированная дуга отражает по-

ложительную форму динамических взаимодействий 

элемента m1 с координатой y1 

Совокупность динамических состояний элемента y1 

может быть представлена вершинами V’ = {v’1, v’2, v’3, 

v’4, v’5}, где вершина v’1 = {0<} отображает состояние 

«покоя», когда к системе не приложено внешнее воз-

мущение (ω = 0), v’2 = {∞} отображает состояние резо-

нанса на первой собственной частоте ω = ω1 (рис. 3, 

т. 1), v’3 = {0} отображает состояние «обнуления» ам-

плитуды колебания координаты y1 на частоте ω = ω0 

(рис. 3, т. 3), вершина v’4 = {∞} отображает состояние 

резонанса на второй собственной частоте ω = ω2 (рис. 3, 

т. 2), v5 = {0∞} отображает предельное состояние, соот-

ветствующее возрастанию частоты внешнего возмуще-

ния ω → ∞, для которого можно полагать, что ампли-

туда колебания обнуляется (система «запирается»).  

Формы динамических взаимодействий элемента y1, 

определяемые знакопостоянными ветвями амплитудно-

частотной характеристики на частотных интервалах 

(рис. 3, линии 1–4), могут быть отображены множе-

ством дуг E = {e1, e2, e3, e4}, где e1 = < (v1, v2), +> отоб-

ражает положительные формы взаимодействий эле-

мента y1 на частотном интервале (0, ω1), что соответ-

ствует положительной ветви (рис. 3, линия 1) ампли-

тудно-частотной характеристики 
1 1 ( )y Q  , e2 = < (v2, v3), 

–> отображает отрицательные формы взаимодействий 

элемента y1 на частотном интервале (ω1, ω0), где ω0 — 

частота обнуления координаты y1, что соответствует 

отрицательной ветви (рис. 3, линия 2) амплитудно-

частотной характеристики 
1 1 ( )y Q  , e3 = < (v3, v4), +> 

отображает положительные формы взаимодействий 

элемента y1 на частотном интервале (ω0, ω2), что соот-

ветствует положительной ветви (рис. 3, линия 3) ам-

плитудно-частотной характеристики 
1 1 ( )y Q  , e4 = <(v4, 

v5), –> отображает отрицательные формы взаимодей-

ствий элемента y1 на частотном интервале (ω2, ∞), что 

соответствует отрицательной ветви (рис. 3, линия 4) 

амплитудно-частотной характеристики 
1 1 ( )y Q  . 

6. Наравне с графом G (рис. 6, а) может быть рас-

смотрен граф G’ = {V’,E’} (рис. 6, б) c множеством 

вершин V’= {v’1, v’2, v’3, v’4}, где v’2, v’4 отображают те 

же динамические состояния (резонанса), что и верши-

ны v2, v4  графа G. 
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Рис. 6. Граф динамических состояний: а — граф        

G = {V, E} динамических состояний для элемента y1; 

б — граф G’ = {V’,E’} динамических состояний с 

отождествленными вершинами v1 и v5 графа G; в — 

граф G’’ = {V’’, E’’} динамических состояний с отож-

дествленными вершинами v’2 и v’4 графа G’; г — граф 

G’’’ = {V’’’, E’’’} динамических состояний с отож-

дествленными вершинами v’’1, v’’2 и v’4 графа G’’ 

В свою очередь, «крайние» вершины v1, v5 могут 

быть условно отождествлены между собой и представ-

лены одной обобщенной вершиной v’1 = ’@’, так как, с 

определенной степенью допущения, можно полагать, 

что реализуются колебания с нулевой амплитудой для 

двух вариантов частот, а именно, для частоты, близкой 

к нулю ω = 0, и для предельно больших частот ω → ∞.  

В результате отождествления двух специфических 

состояний системы совокупность динамических состо-

яний и форм динамических взаимодействий элемента 

системы может быть представлена «замкнутым» гра-

фом G’ = {V’,E’}, где множество состояний представ-

лено вершинами V’ = {v’1,v’2,v’3,v’4}, а множество 

форм динамических взаимодействий представлено 

множеством дуг E’ = {e’1, e’2, e’3}, где дуги e’1 = 

<(v’1,v’2),+> и e’3 = <(v’3,v’1),+> отображают положи-

тельные формы взаимодействий элемента y1, а дуги e’2 

= <(v’2,v’3), –>, e’4 = <(v’4,v’1), –> отображают отрица-

тельные формы взаимодействий элемента y1 механиче-

ской колебательной системы, находящейся под воздей-

ствием внешнего силового возмущения Q1.  

7. Отождествление «крайних» динамических состо-

яний может быть обобщено на состояния резонанса 

механической колебательной системы. В частности, 

могут быть отождествлены состояния резонанса систе-

мы. Соответствующий граф G’’ (рис. 6, в) образован 

двумя вершинами на основе графа G’ путем отож-

дествления вершин резонансов v’2 и v’4 между собой и 

отображения совокупности резонансов с помощью 

вершины v’’2 графа G’’.  

Вместе с тем, для определения обобщенных дина-

мических особенностей механической колебательной 

системы между собой могут быть отождествлены со-

стояния резонансов, режимов «обнуления» координат и 

«крайних» режимов «покоя-запирания» (рис. 6, г). Со-

вокупность динамических состояний с учетом отож-

дествления динамических состояний V’’ определяется 

графом G’’’ = {V’’’, E’’’}, образованным одной верши-

ной V’’’ = {v1’’’} и набором петель E’’’ = {e1’’’, e2’’’, 

e3’’’, e4’’’}, где петли e1’’’, e3’’’ отображают положи-

тельные формы, а e2’’’, e4’’’ — отрицательные формы 

взаимодействия элементов механической колебатель-

ной системы. 

Таким образом, совокупность динамических состоя-

ний и форм динамических взаимодействий элемента 

механической колебательной системы, находящейся под 

воздействием силового возмущения, приложенного к 

массоинерционному элементу m1, могут быть отображе-

ны в виде графов динамических состояний с учетом 

особенностей отождествления динамических состояний. 

8. Вместе с тем, перераспределение между двумя 

массоинерционным элементами m1 и m2 механической 

колебательной системы двух зависимых силовых воз-

мущений Q1 и Q2, приложенных к соответствующим 

элементам, в виде: 

Q2 = γ Q1,    (10) 

где γ ∈ (–∞, ∞) коэффициент связности определяет 

характер зависимости между амплитудами синфазных 

гармонических одновременно приложенных к элемен-

там m1 и m2 возмущений силовой природы, существен-

ным образом может изменить структуру совокупности 

динамических состояний и форм динамических взаи-

модействий элементов механической колебательной 

системы. 

Задача заключается в разработке методологическо-

го подхода к оценке динамических особенностей в 

виде совокупности состояний и форм взаимодействий, 

выбранного в качестве объекта, массоинерционного 

элемента механической колебательной системы, 

находящейся под воздействием двух зависимых 

внешних гармонических синфазных возмущений си-

ловой природы с учетом коэффициента связности 

возмущающих факторов. 

II. Математическая модель. Рассматривается ме-

ханическая колебательная система (см. рис. 1), нахо-

дящаяся под воздействием зависимых силовых факто-

ров (10). С учетом коэффициента связности (10) внеш-

них возмущений система уравнений (5) и (6) принима-

ет вид: 

2

1 1 2 1 2 2 1( )m p k k y k y Q+ + − = ,            (11) 

2

2 1 2 2 3 2 1( )k y m p k k y Q− + + + =  .             (12) 

Структурная схема (см. рис. 2) с учетом зависимо-

сти (10) внешних возмущений может быть преобразо-

вана к виду, явно содержащему коэффициент связности 

γ (рис. 7).  



Systems Methods Technologies. A.V. Eliseev et al. System approach … 2022 № 2 (54) p. 7-19 

12 

2k

2k
2

1 1 2

1

m p k k+ +
2

2 2 3

1

m p k k+ +

1Q

1y

2y


1Q

 
Рис. 7. Структурная схема (рис. 2) механической     
колебательной системы (рис. 1) с учетом коэффици-

ента связности внешних воздействий γ. 

Выбор объекта, динамическое состояние которого 
оценивается, определяет вид, приведенной к координа-
те объекта, структурной схемы. В частности, структур-
ная схема (рис. 7) приводится к координате y1 объекта 
m1 путем исключения координаты y2. В качестве вход-
ного сигнала рассматривается Q1, а в качестве выход-
ного сигнала y1 (рис. 8). 
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Рис. 8. Приведенная к объекту m1 структурная схема 

Структурная схема (рис. 8) позволяет сформулиро-
вать некоторые положения о роли коэффициента связ-
ности γ внешних силовых возмущений. На основе 
структурных представлений (рис. 8) можно полагать, 
что роль коэффициента связности заключается в «бло-
кировании» или «обнулении» внешнего возмущения 
Q1, становится возможной интерпретация частоты «об-
нуления» фиксированной координаты как «блокиров-
щика» внешнего воздействия на систему. 

Вместе с тем, в качестве «альтернативной» причины 
обнуления координаты рассматривается достижение 
обратной отрицательной связью бесконечного значе-
ния на частоте «обнуления». 

На основе структурной схемы (рис. 8) для оценки 
динамических особенностей элемента системы с уче-
том связности внешних возмущений может быть опре-
делено семейство передаточных функций: 

2

2 2 3 21
11

1

( , )
( )

m p k k ky
W p

Q A p

+ + + 
 = =

.         (13) 

Для фиксированного коэффициента связности γ, 
отображающего характер зависимости внешних воз-
мущений, передаточное отношение (13) представляет 
собой динамическую податливость приведенной си-
стемы (рис. 8). 

Подстановка p = jω позволяет определить на основе 
передаточного отношения (13) амплитудно-частотную 
характеристику: 

1
11

1

2

2 2 3 2

2 2 2

1 1 2 2 2 3 2

( , ) ( )

( )( )

p j

y
W p

Q

m k k k

m k k m k k k

= 
 =  =

−  + + + 
=

−  + + −  + + −

,         (14) 

которая отображает совокупность динамических состо-
яний и форм динамических взаимодействий элемента 
механической колебательной системы, находящейся 
под воздействием силовых факторов, связанных с по-
мощью коэффициента γ. 

III. Влияние коэффициента связности на сово-

купности динамических состояний и форм динами-

ческих взаимодействий элемента системы. Для уста-
новления зависимости динамических состояний и форм 
динамических взаимодействий от коэффициента связ-
ности внешних возмущений преобразуем характери-
стический многочлен (8) к виду, учитывающему явный 
вид парциальных частот n1, n2, и частот Δ1, Δ2 отдель-
ных фрагментов системы: 

4 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 1 1( ) ( ( ) )
p j

A p m m n n n n
= 

=  − +  + −  ,   (15) 

где: 

2 1 2
1

1

k k
n

m

+
= ,  (16)      2 2 3

2

2

k k
n

m

+
= ,  (17) 

2 2
1

1

k

m
 = ,  (18)  2 2

2

2

k

m
 =  (19) 

— характерные частоты системы. 
В новых обозначениях (16)–(19) собственные часто-

ты системы ω1, ω2 (см. рис. 1) принимают вид: 

2
2 2 2 2

2 2 21 2 1 2
1 1 1

2 2

n n n n + −
 = − +  

 

,            (20)  

2
2 2 2 2

2 2 21 2 1 2
2 1 1

2 2

n n n n + −
 = − +  

 

.           (21) 

Амплитудно-частотная характеристика (14) с уче-
том обозначений (16)–(21) может быть представлена в 
виде: 

2 2 2

1 2 2 2
11 2 2 2 2

1 1 2 1 2

( ( ))
( , )

( )( )p j

y m n
W p

Q m m= 

−  − + 
 = =

 −  −
,      (22) 

где γ — коэффициент связности внешних возмущений 
рассматривается как параметр, который принимает все 
возможные действительные значения: отрицательные, 
нулевые и положительные. В свою очередь, значение 

выражения 2 2

2 2n +  для фиксированного параметра γ 

определяет функциональные особенности отношения 
(22), зависящего от частоты внешнего возмущения ω. 
Функциональные особенности дроби (22), выражаю-
щиеся в расположении полюсов, нулей и интервалов 

знакопостоянства, определяются значением 2 2

2 2n +   в 

сравнении с собственными частотами ω1, ω2 в зависи-
мости от коэффициента связности γ. 

1. Рассматриваются коэффициенты связности γ, для 
которых выполнено строгое условие: 

0   ,    (23) 

где 2 2

0 2 2n = −   — критическое значение коэффици-

ента связности внешних воздействий. 
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При условии (23) передаточное отношение (22) не 
имеет нулей, что означает отсутствие частот «обнуле-
ния» амплитуд колебания координаты y1.  

Аналитические характеристики динамических осо-
бенностей взаимодействий элемента m1 в виде полю-
сов, нулей и интервалов знакопостоянства амплитудно-
частотной характеристики (22) определяются соб-
ственными частотами ω1 и ω2 системы (табл. 1).  

Динамические состояния, определяемые частотами 
собственных колебаний, и формы динамических взаи-
модействий, отображающие положительную и отрица-
тельные направленности движений на частотных ин-

тервалах (0, ω1), (ω1, ω2) и (ω1, ∞), могу быть представ-

лены графами динамических состояний (рис. 10, а, б).  
 

Таблица 1. Особенности отношения 
11( , )

p j
W p

= 
  

для γ < γ0 

Частоты ω Особенность 
11( , )

p j
W p

= 
  

[0] 
11( ,0)W   

(0, ω1) – 

[ω1] ∞ 

(ω1, ω2) + 

[ω2] ∞ 

(ω1, ∞) – 

а б 

@

0, =

→

 

1 = 

2 = 

-
-

+
3
11v

1
11e

2
11e

3
11e

1
11v

2
11v

 

@ 

-

-

+
1
12v

1
12e

3
12e

2
12v 2

12e

 

Рис. 10. Совокупности динамических состояний: а — 
граф G11 = {V11, E11} динамических состояний; б — 
граф G12  = {V12, E12} динамических состояний с уче-
том отождествления состояний с нулевой амплитудой 

и резонансов 

Граф динамических состояний G11 = {V11, E11} с 
разделенными резонансами, образован множеством из 
трех вершин V11 = {v1

11, v2
11, v3

11}, отображающих сово-
купность динамических состояний, где вершина v1

11 = 
’@’ отображает состояния «покоя-запирания», верши-

ны v2
11 =’∞’, v3

11 =’∞’ отображают состояние 

резонанса на первой ω1 и второй ω2 собственных часто-
тах соответственно (рис. 10, а).  

Формы динамических взаимодействий интерпрети-
руются множеством дуг E11 = {e1

11, e2
11, e3

11}, где отри-
цательная форма взаимодействия элемента y1 на ча-
стотном интервале (0, ω1) отображается «отрицатель-
ной» дугой e1

11 = <(v1
11,v2

11), – >, выходящей из верши-
ны v1

11 состояния «покоя» на нулевой частоте и 
направленной в вершину v2

11 резонанса на частоте ω1; 
«положительная» дуга e2

11 = <(v2
11,v3

11), + >, направлен-
ная из вершины v2

11 в вершину v3
11, отображающей со-

стояние резонанса на частоте ω2, передает представле-
ние о «положительной» форме динамических взаимо-
действий элементов системы на частотном интервале 

(ω1, ω2); «отрицательная» дуга e3
11 = <(v3

11,v1
11), – > из 

вершины v3
11 в вершину v1

11 отображает «отрицатель-
ную» форму динамических взаимодействий элемента 

системы на частотном интервале       (ω2, ∞). В данном 

случае состояния «покоя» системы отождествляется с 
состоянием «запирания» системы, реализующимся по 
мере неограниченного возрастания частоты внешнего 

возмущения (ω → ∞). 

Наравне с графом G11 динамических состояний мо-
жет быть построен граф G12 динамических состояний с 
объединенными резонансами, в котором динамические 
состояния резонансов на разных частотах отождествля-
ется между собой (рис. 10, б). Граф G12  = {V12, E12} об-
разован двумя вершинами V12 = {v1

12, v2
12}, где v1

12  = 

’@’ отображает состояние покоя, вершина v2
12 = «∞» 

отображает совокупность состояний резонанса. Формы 
динамических взаимодействий представлены множе-
ством дуг E12 = {e1

12, e2
12, e3

12}, где «отрицательные» 
дуги e1

12 = <(v1
12,v2

12), –> и e3
12 = <(v2

12,v1
12), –> отобра-

жают отрицательные формы взаимодействий элемен-
тов системы, а «положительная» петля e2

12 = 
<(v2

12,v2
12),+> отображает положительную форму взаи-

модействия элементов на интервале (ω1, ω2).  
2. Рассматривается критическое значение коэффи-

циента связности: 

0 =  .         (24) 

Амплитудно-частотная характеристика (22) при 
условии (24) принимает вид: 

2

1 2
11 2 2 2 2

1 1 2 1 2

( , )
( )( )p j

y m
W p

Q m m= 

− 
 = =

 −  −

.    (25) 

Особенности динамических состояний и форм вза-
имодействий элемента m1 с учетом условия (24) опре-
деляются собственными частотами ω1 и ω2 системы 
(табл. 2). 

Характерной особенностью отношения (25), отоб-
ражающего совокупность динамических особенностей 
взаимодействий, является его «обнуление» на нулевой 
частоте ω = 0, что может быть рассмотрено как реали-
зация режима «обнуления» амплитуды y1 на бесконеч-
но малой частоте ω. 

Совокупность динамических состояний и форм ди-
намических взаимодействий для критического значе-
ния (24) коэффициента связности (табл. 2) может быть 
представлена графами G21, G22 динамических состоя-
ний (рис. 11, а, б).  

Таблица 2. Особенности отношения 
11( , )

p j
W p

= 
  

для γ = γ0 

Частоты ω Особенность 
11( , )

p j
W p

= 
  

[0] 0 

(0, ω1) – 

[ω1] ∞ 

(ω1, ω2) + 

[ω2] ∞ 

(ω1, ∞) – 

В отличие от вершин v1
11 и v1

12 графов G11 и G12 

(рис. 10), вершины v1
21 = «0, @» и v1

22 = «0, @» графов 



Systems Methods Technologies. A.V. Eliseev et al. System approach … 2022 № 2 (54) p. 7-19 

14 

G21 и G22, в дополнение к состоянию «покоя» на нуле-

вой частоте и состоянию «запирания» на предельно 

больших частотах, отображают динамические состоя-

ния «обнуления» амплитуд колебаний координаты y1 

на предельно малых частотах внешних возмущений.  

а б 

 

-
-

+
2
21v

2 = 1 = 

2
21e

1
21e

3
21e

0, =

→

1
21v

3
21v

0@

 



-

-

+
1
22v

1
22e

3
22e

2
22v 2

22e

0
@

 

Рис. 11. Совокупность динамических состояний: а — 

граф G21 = {V21, E21} динамических состояний; б — 

граф G22  = {V22, E22} динамических состояний с уче-

том отождествления состояний с нулевой амплитудой 

и резонансов 

3. Рассматривается коэффициент связности γ, удо-

влетворяющий условиям: 

0 1     ,                (26) 

где γ1  является решением уравнения: 

2 2 2

2 1 2 1n +   =  .                                      (27) 

При условии (26) отношение (22) принимает вид: 

1
11

1

2 2

2 0

2 2 2 2

1 2 1 2

( , )

( )

( )( )

p j

y
W p

Q

m

m m

= 
 = =

−  −
=

 −  −

,            (28) 

где выражение: 
2 2 2

0 2 2n = +          (29) 

определяет, обнуляющую амплитуду колебания коор-

динаты y1, частоту ω0, которая находится на интервале 

(0, ω1) между нулевой частотой и первой собственной 

частотой ω1.  

Особенности динамических состояний и форм вза-

имодействий элемента m1 определяются расположени-

ем частоты ω0 «обнуления» амплитуды координаты y1 и 

собственными частотами ω1, ω2 системы (табл. 3).  

Динамические особенности взаимодействий эле-

мента механической колебательной системы могут 

быть представлены (рис. 12, а, б) соответствующими 

графами динамических состояний элемента механиче-

ской колебательной системы. 

Таблица 3. Особенности отношения 
11( , )

p j
W p

= 
  

для γ0 < γ < γ1 

Частоты ω Особенность 
11( , )

p j
W p

= 
  

[0] 
11( ,0)W   

(0, ω0) + 

[ω0] 0 

(ω0, ω1)  

– 

[ω1] ∞ 

(ω1, ω2) + 

[ω2] ∞ 

(ω1, ∞ω – 

Граф динамических состояний G31 = {V31, E31} без 

учета отождествления состояний резонанса на соб-

ственных частотах образован совокупностью вершин 

V31 = {v1
31, v2

31, v3
31, v4

31}, где v1
31 = «@» отображает 

обобщенное состояние «покоя-запирания», v2
31 = «0» 

отображает состояние «обнуления» координаты y1 на 

частоте ω0 (29), вершины v3
31 = ’∞’шинv4

31 = ’∞

’ отображают состояния резонанса на собствен-

ных частотах ω1 и ω2 соответственно. Формы динами-

ческих взаимодействий элемента системы представле-

ны множеством дуг Е31 = {е1
31, е2

31, е3
31, е4

31}, где дуга 

е1
31 = <(v1

31, v2
31),’+’> отображает положительную фор-

му взаимодействия элемента системы на частотном 

интервале (0, ω0), дуга е2
31 = <(v2

31, v3
31),’–‘> отображает 

отрицательную форму взаимодействия на частотном 

интервале (ω0, ω1), дуга е3
31 = <(v3

31, v4
31),’+‘> отобра-

жает положительную форму взаимодействий на ча-

стотном интервале (ω1, ω2) и дуга е4
31 = <(v4

31, v1
31),’–‘> 

отображает отрицательную форму взаимодействий 

элемента системы на частотном интервале (ω2, ∞ае 

а б 

@
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-
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Рис. 12. Совокупности динамических состояний: а — 

граф G31 = {V31, E31} динамических состояний; б — 

граф G32  = {V32, E32} динамических состояний с уче-

том отождествления состояний с нулевой амплитудой 

и резонансов 

На основе представленного графа G31 = {V31, E31} 

динамических состояний может быть построен граф 

G32 = {V32, E32} с учетом отождествления между собой 

определенных динамических состояний, обладающих 

специфическими признаками. В частности, динамиче-

ские состояния v1
31 и v2

31, характеризуемые нулевой 

амплитудой колебания могут быть отождествлены 

между собой и представлены одной вершиной v1
32 = ’0’. 

Дополнительно между собой могут быть отождествле-

ны состояния резонанса на различных частотах, что 

выражается «склейкой» вершин v3
31 и v4

31 в вершину           

v2
32 = ’∞’ состояния резонанса 

на различных G32 будет иметь множество вершин 
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V32 = {v1
32, v2

32} и множество дуг E32 = {e1
32, e2

32, e3
32, 

e4
32}, где петли e1

32 = <(v1
32,v1

32),+> и e3
32  = 

<(v2
32,v2

32),+> отображают положительные формы ди-

намических взаимодействий, а дуги e2
32 = <(v1

32,v2
32), –> 

и           e4
32 = <(v2

32,v1
32), –> — отрицательные.  

4. Рассматривается критическое значение коэффи-

циента связности γ = γ1 (27). Передаточное (22) для γ = 

γ1 принимает вид: 

1 2
11 2 2

1 1 2 2

( , )
( )p j

y m
W p

Q m m= 

−
 = =

 −

.  (30) 

Динамические особенности взаимодействий эле-

мента m1 определяются (табл. 4) совпадением частоты 

ω0 «обнуления» амплитуды колебания координаты y1 с 

первой собственной частотой колебания ω1 системы. 

Таблица 4. Особенности отношения 
11( , )

p j
W p

= 
  

для γ = γ1 

Частоты ω Особенность 
11( , )

p j
W p

= 
  

[0] 
11( ,0)W   

(0, ω2) + 

[ω2] ∞ 

(ω2, ∞) – 

Совокупность динамических состояний элемента m1 

с координатой y1 системы может быть представлена в 

виде графа G41 = {V41, E41}, образованного вершинами 

V41 = {v1
41, v2

41}, где состояние «покоя-запирания» 

отображено вершиной v1
41=’@’, а состояние резонанса 

на частоте ω2 — вершиной v2
41 =’∞’ (рис. 13, а).  

а б 
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41v 2 = 

1
41e
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Рис. 13. Совокупности динамических состояний: а 

— граф G41 = {V41, E41} динамических состояний; б 

— граф G42 = {V42, E42} динамических состояний с 

учетом отождествления состояний с нулевой ампли-

тудой и резонансов 

Выбор специфического значения коэффициента 

связности внешних воздействий γ = γ1 определяет осо-

бенную совокупность динамических состояний, кото-

рая может быть представлена графом G41 динамиче-

ских состояний, отличия которого от графа G31, заклю-

чающуюся во взаимном «устранении» вершин v2
31 и 

v3
31, отображающих состояния обнуления координаты 

y1 и резонанса соответственно. Граф динамических 

состояний G41 образован множеством дуг             E41 = 

{e1
41, e2

41}, отображающих формы взаимодействий, где 

дуга e1
41 = <(v1

41, v2
41),+> отображает положительную, а 

дуга e2
41 = <(v2

41,v1
41), –> отрицательную формы взаи-

модействий.  

Так как граф G41 содержит только две вершины, то 

граф G42 (рис. 13, б), образованный отождествлением 

состояний резонанса на различных частотах, не изме-

нится и будет совпадать с графом G41.  

5. Рассматривается значения коэффициента связно-

сти γ, удовлетворяющие условию: 

1 2     ,                 (31) 

где величины γ1<0 и γ2>0 определяются на основе ра-

венств между частотой «обнуления» ω0 и соответству-

ющей собственной частотой ω1 или ω2: 

2 2 2

2 1 2 1n +   =  ,                    (32) 

2 2 2

2 2 2 2n +   =  .                     (33) 

С учетом условия (31) отношение (22) принимает вид: 

2 2

2 01
11 2 2 2 2

1 1 2 1 2

( )
( , )

( )( )p j

my
W p

Q m m= 

−  −
 = =

 −  −
     (34)  

где 2 2 2

0 2 2n = +  , зависящая от коэффициента связно-

сти, характеристика, интерпретируемая как частота 

«обнуления» координаты y1.  

Особенности динамических состояний и форм взаи-

модействий элемента m1 определяются (табл. 5) тем, что 

частота ω0 обнуления амплитуды координаты y1 нахо-

дится между собственными частотами ω1 и ω2 системы. 

Соответствующие передаточному отношению (34) 

совокупности динамических состояний и форм дина-

мических взаимодействий элементов системы могут 

быть отображены посредством графов (рис. 14, а, б). 

Граф динамических состояний G51 = {V51, E51} образо-

ван вершинами V51 = {v1
51, v2

51, v3
51, v4

51}, где v1
51 = ’@’ 

отображает состояние «покоя-запирания» на частотах 

ω = 0 и ’ отображает v2
51 = ’∞’ отображае

т резонанс на частоте ω = ω1, 

вершина v3
51 = ’0’ отображает состояние обнуления 

амплитуды колебания элемента на частоте ω = ω0, вер-

шина v4
51 = ’∞’ отображает состо

яние резонанса на частоте ω = ω2 (рис. 14, 

а). 

Таблица 5. Особенности передаточного отношения 

11( , )
p j

W p
= 

   для  γ1 < γ <γ2 

Частоты ω Особенность 
11( , )

p j
W p

= 
  

[0] 
11( ,0)W   

(0, ω1) + 

[ω1] ∞ 

(ω1, ω0) – 

[ω0] 0 

(ω0, ω2) + 

[ω2] ∞ 

(ω1, ∞) – 

С учетом отождествления между собой состояний 

v1
51, v3

51 с нулевыми амплитудами и состояниями v2
51, 

v4
51 резонанса совокупность динамических состояний 

может быть представлена графом G52 = {V52, E52},    

образованным двумя вершинами V52 = {v1
52, v2

52}, где 

v1
52 = ’0’ отображает совокупность динамических со-
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стояний с нулевой амплитудой колебаний, а вершина 

v2
52=’∞’ – совокупность динамических состояний 

резонансов (рис. 14, б).   
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Рис. 14. Совокупности динамических состояний: а — 

граф G51 = {V51, E51} динамических состояний; б — 

граф G52  = {V52, E52} динамических состояний с уче-

том отождествления состояний с нулевой амплитудой 

и резонансов 

В свою очередь, совокупность форм динамических 

взаимодействий элемента может быть представлена 

множеством дуг E52 = {e1
52, e2

52, e3
52, e4

52}, где e1
52 = 

<(v1
52, v2

52,),’+’> отображает положительную форму 

динамических взаимодействий на интервале (0, ω1); e2
52 

= <(v2
52, v1

52,),’–’> — отрицательную на интервале (ω1, 

ω0), e3
52 = <(v1

52, v2
52),’+’> — положительную на интер-

вале (ω0, ω2), e4
52 = <(v2

52, v1
52,),’–’> отображает отрица-

тельную форму динамического взаимодействия на ин-

тервале (ω2, ∞). 

6. Рассматривается критическое значение γ = γ2 ко-

эффициента связности внешних возмущений, опреде-

ленного из условий совпадения частоты ω0 «обнуле-

ния» и собственной частоты ω2: 
2 2 2

2 2 2 2n +   =  .                               (35) 

Для коэффициента связности γ = γ2 соотношение (22) 

принимает вид: 

1 2
11 2 2

1 1 2 1

( , )
( )p j

y m
W p

Q m m= 

−
 = =

 −
.  (36) 

Соответствующие отношению (36) динамические осо-

бенности (табл. 6) взаимодействий элемента m1 опреде-

ляются совпадением частоты ω0 «обнуления» амплитуды 

колебания координаты y1 со второй собственной частотой 

колебания системы ω2. 

Таблица 6. Особенности отношения 11( , )
p j

W p
= 

 для γ = 

γ2 

Частоты ω Особенность 
11( , )

p j
W p

= 
  

[0] 
11( ,0)W   

(0, ω1) + 

[ω1] ∞ 

(ω1, ∞) – 

Совокупность динамических особенностей взаимо-

действий может быть отображена ориентированными 

графами с учетом характера отождествления динами-

ческих состояний (рис. 15, а, б). 
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Рис. 15. Совокупности динамических особенностей: 

а — граф G61 = {V61, E61} динамических состояний; б 

— граф G62 = {V62, E62} динамических состояний с 

учетом отождествления состояний с нулевой ампли-

тудой и резонансов 

Граф G61 = {V61, E61} динамических состояний обра-

зован множеством вершин V61 = {v1
61, v2

61}, где верши-

на v1
61 = ’@’ отображает состояние «покоя-запирания», 

вершина v2
61 = ’∞’ отражает состояние резонанса на 

частоте ω = ω1 (рис. 15, а). Соответствующие формы 

динамических взаимодействий представляется множе-

ством дуг E61 = {e1
61, e2

62}, где положительная форма 

взаимодействия на частотном интервале (0, ω1) пред-

ставляется дугой e1
61 = <(v1

61,v2
62),+>, а отрицательная 

форма взаимодействия на интервале (ω1, ∞) представ-

ляется дугой e2
61 = <(v2

61,v1
62), –>. 

Граф G62 обобщенных динамических состояний 

(рис. 15, б) остается без изменений и совпадает с гра-

фом G61.  

7. Рассматривается значение γ коэффициента связ-

ности, удовлетворяющее условию:  

2   .    (37) 

При выполнении условия (37) отношение (22) при-

нимает вид: 
2 2

2 01
11 2 2 2 2

1 1 2 1 2

( )
( , )

( )( )p j

my
W p

Q m m= 

−  −
 = =

 −  −
.  (38)  

 

Таблица 7. Особенности отношения 
11( , )

p j
W p

= 
 для 

γ2<γ 

Частоты ω Особенность 
11( , )

p j
W p

= 
  

[0] 
11( ,0)W   

(0, ω1) + 

[ω1] ∞ 

(ω1, ω2) – 

[ω2] ∞ 

(ω2, ω0) + 

[ω0] 0 

(ω0, ∞) – 

Соответствующие динамические особенности взаи-

модействий элемента m1 определяются тем, что частота 

ω0 «обнуления» амплитуды колебания координаты y1 

превышает собственный частоты колебаний системы 

ω1 и ω2. 

Соответствующая совокупность динамических осо-

бенностей может быть охарактеризована с помощью 

графов динамических состояний (рис. 16). 
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Рис. 16. Совокупности динамических особенностей: а 

— граф G71 = {V71, E71} динамических состояний; б — 

граф G72  = {V72, E72} динамических состояний с уче-

том отождествления состояний с нулевой амплитудой 

и резонансов 

Ориентированный граф G71 = {V71, E71} отображает 

совокупность динамических состояний с помощью 

множества вершин V71 = {v1
71, v2

71, v3
71, v4

71}, где         

v1
71 = ’@’ представляет состояние «покоя-запирания», 

v2
71 = ’∞’ представляет резонанс на частоте ω = ω1, 

v3
71 = ’∞’ отображает резонанс на частоте ω = ω2, 

v4
71 = ’0’ представляет состояние «обнуления» ампли-

туды колебания координаты y1 на частоте ω = ω0  (рис. 

16, а).  

В свою очередь, формы динамических взаимодей-

ствий отображены совокупностью дуг E71 = {e1
71, e2

71, 

e3
71, e4

71}, где e1
71 = <(v1

71, v2
71),+> отображает положи-

тельную форму взаимодействий элемента на частотном 

интервале (0, ω1), e2
71 = <(v2

71, v3
71),–> отображает от-

рицательную форму на частотном интервале (ω1, ω2), 

e3
71 = <(v3

71, v4
71),+> отображает положительную форму 

на частотном интервале (ω1, ω0) и e4
71 = <(v4

71, v1
71),–> 

отображает отрицательную форму на частотном интер-

вале (ω0, ∞). 

Для отображения представлений об обобщенных 

состояниях обнуления амплитуды колебаний и состоя-

ний резонанса координаты y1 может быть использован 

граф (рис. 16, б)      G72 = {V72, E72}, образованный вер-

шинами V72 = {v1
72, v2

72}, где v1
72 = '0' отображает сово-

купность состояний, реализуемых с нулевой амплиту-

дой колебаний, v2
72 = '∞' отображает состояния резо-

нанса (рис. 16, б). Особенности учета форм динамиче-

ских взаимодействий представлены совокупностью дуг 

E72 = {e1
72, e2

72, e3
72, e4

72}, где e2
72=<(v1

72,v2
72),+> отоб-

ражает положительную форму взаимодействия элемен-

та на интервале (0, ω1), петля e3
72 = <(v2

72,v2
72),–> отоб-

ражает отрицательные формы взаимодействий элемен-

та на интервале (ω1, ω2), дуга e3
72 = <(v2

72,v1
72),+> отоб-

ражает положительные формы взаимодействий эле-

мента на интервале (ω2, ω0), петля e1
72 = <(v1

72,v1
72),–> 

отображает отрицательные формы взаимодействий 

элемента на интервале (ω0, ∞). 

IV. Совокупность динамических особенностей 

как инвариант механической колебательной систе-

мы. Совокупность динамических состояний и форм 

динамических взаимодействий для фиксированного 

силового воздействия может быть представлена в виде 

графов с учетом специфики отождествления динамиче-

ских состояний, определенных фиксированными ча-

стотами или их предельными значениями, и форм ди-

намических взаимодействий, определяемых частотны-

ми интервалам.  

Выбор специфики отождествления динамических со-

стояний и форм динамических взаимодействий опреде-

лен требуемым уровнем детализации решения задачи. 

Для получения обобщенных представлений о дина-

мических состояниях и формах динамических взаимо-

действий могут быть отождествлены между собой ха-

рактерные динамические состояния или формы дина-

мических взаимодействий. Результат отождествления 

характерных динамических состояний может быть 

представлен в виде графа с одной вершиной, отобра-

жающей совокупность состояний, рассматриваемых 

как тождественные, и некоторым набором петель, 

отображающих формы динамических взаимодействий 

на фиксированных частотных интервалах (табл. 8, 

строка II, столбцы 1–7).  

Представленные графы (табл. 8) динамических со-

стояний могут рассматриваться в качестве системы 

динамических инвариантов для детализации представ-

лений о возможных типах динамических особенностей, 

определяемых условиями отождествления между собой 

динамических состояний элементов механической ко-

лебательной системы. 

Таблица 8. Совокупность динамических инвариантов 

№ 
Частотные 

интервалы 

Совокупность динамических 

состояний и форм динамических 

взаимодействий 

I 0    @



-

+

14G



 

II 0 =   
@;0



-

+

24G


 

III 0 1      0 

-

+

-34G

@



 

IV 1 =   @ 

-

+

44G
 

V 1 2      

-

+

54G
0

@




 

VII 2 =   @ 

-

+

64G
 

VIII 2    

-

+

74G 0
@




 

Графы динамических состояний являются аппаратом 

исследования в дополнение к амплитудно-частотным 

характеристикам передаточных отношений для отобра-

жения динамических особенностей механических коле-

бательных система в обобщенном виде. Для механиче-
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ских колебательных систем с двумя степенями свободы 

цепного типа или включающих в свой состав твердое 

тело реализованы программные разработки построения 

графа динамических особенностей [32; 33]. В общем 

случае вычислительная трудоемкость построения графа 

динамических сопоставима с задачей определения соб-

ственных частот. 

Заключение 

1. В рамках методов структурного математического 

моделирования развивается системный подход к оценке 

динамических состояний элементов механических коле-

бательных систем, находящихся под воздействием 

внешних зависимых между собой силовых возмущений.  

2. Предложен метод оценки динамических особен-

ностей элементов механической колебательной систе-

мы с двумя степенями свободы, находящейся под воз-

действием двух силовых возмущений, зависимость 

которых определяется коэффициентом связанности.  

3. Разработан метод оценки и форм динамических 

состояний системы на основе интерпретации совокуп-

ности динамических состояний в виде ориентирован-

ного графа динамических состояний элемента механи-

ческой колебательной системы.  

4. Разработана концепция динамических инвариан-

тов в виде ориентированных графов, отображающих 

совокупности динамических состояний и форм дина-

мических взаимодействий элементов механических 

колебательных систем с учетом критериев отождеств-

ления динамических состояний между собой.  

5. На основе разработанного метода предложен 

подход для оценки совокупности динамических состо-

яний и формы динамических взаимодействий в зави-

симости от коэффициента связности внешних силовых 

возмущений. Показано что коэффициент связанности 

определяет совокупности динамических состояний и 

форм динамических взаимодействий, которые могут 

быть рассмотрены в качестве инвариантов механиче-

ской колебательной системы, находящейся под воздей-

ствием связных сил. 

6. На основе разработанной концепции показано, 

что совокупность динамических состояний механиче-

ских колебательных систем, находящихся в условиях 

связных внешних возмущений силовой природы, мо-

жет быть охарактеризована конечной системой дина-

мических инвариантов. 

7. Предложенный подход может быть обобщен на 

механические колебательные системы с многими сте-

пенями свободы. В качестве области применения раз-

работанной методологии могут служить задачи управ-

ления динамическим качеством работы вибрационных 

технических машин транспортного и технологического 

назначения. 
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