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В статье исследован трехзвенный манипулятор, имеющий две поступательные и одну вращательную кинематические па-

ры 5-го класса. Оси первой и второй кинематических пар ортогональны, а второй и третьей — параллельны. Такие роботы 

находят применение в загрузке-разгрузке технологического оборудования, для дуговой сварки. Для рассматриваемого манипу-

лятора были получены системы трех нелинейных дифференциальных уравнений 2-го порядка, описывающие его динамику. В 

связи с необходимостью оценки момента нагрузки, возникающей на валу управляющего привода, внешние обобщенные силы 

были приведены к соответствующей обобщенной координате. Для исследования манипуляционной системы применялся ме-

тод гармонической линеаризации нелинейностей. Применение метода обусловлено тем, что он позволяет без изучения пере-

ходного процесса системы находить основные характеристики системы, такие как частота, амплитуда и фаза колебаний, 

зависимость от формы нелинейностей, параметров линейной части системы и т. д. Получены соотношения, позволяющие 

определять собственные колебательные режимы движения рассматриваемого типа манипулятора. Эти соотношения могут 

быть использованы при расчете, проектировании и наладке такого манипулятора. Установлено, что в случае, когда система 

уравнений, описывающая динамику рассматриваемого в работе манипулятора, с учетом уравнений, описывающих динамику 

приводов, не содержит сильно выраженных нелинейностей, эти соотношения представляют собой систему двух алгебраиче-

ских уравнений относительно частоты 6-й и 5-й степени соответственно. 

 

Ключевые слова: трехзвенный манипулятор; уравнения динамики; метод гармонической линеаризации нелинейностей. 
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The article deals with a three-link manipulator having two translational and one rotational kinematic pairs of the fifth class. The 

axes of the first and second kinematic pairs are orthogonal, and the second and third are parallel. Such robots are used in loading and 

unloading of technological equipment for arc welding. Systems of three nonlinear differential equations of the second order describing 

its dynamics were obtained for the manipulator under consideration. Due to the need to estimate the moment of load arising on the shaft 

of the control drive, the external generalized forces were reduced to the corresponding generalized coordinate. The method of harmonic 

linearization of nonlinearities was used to study the manipulation system. The application of the method is due to the fact that the me-

thod allows without studying the transition process of the system, to find the main characteristics of the system, such as frequency, am-

plitude and phase of oscillations, dependence on the form of nonlinearities, parameters of the linear part of the system, etc. The rela-

tions allowing to define own vibrational modes of movement of the considered type of the manipulator are received. These ratios can be 

used in the calculation, design and commissioning of such a manipulator. It is established that in the case when the system of equations 

describing the dynamics of the manipulator considered in the work, taking into account the equations describing the dynamics of the 

drives, does not contain strongly expressed nonlinearities, these relations are a system of two algebraic equations with respect to the 

frequency of 6 and 5 degrees, respectively. 

 

Keywords: three-link manipulator; the dynamic equations; the method of harmonic linearization of nonlinearities. 
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Введение. Системы дифференциальных уравнений, 

описывающие динамику механической системы трех-

звенных манипуляторов с тремя степенями подвижно-

сти, в большинстве своем являются нелинейными [1]. 

Кроме того, ряд существенных нелинейностей типа зон 

нечувствительности, насыщения люфта и т. д. содержат 

приводы степеней подвижности и механизмы передачи 

движения. На начальном этапе исследования таких 

систем, при выборе структуры и параметров системы с 

учетом имеющихся нелинейностей, целесообразно при-

менять метод гармонической линеаризации нелинейно-

стей. Это связано прежде всего с тем, что метод позво-

ляет определять основные характеристики системы, 

такие как частота, амплитуда и фаза колебаний, зави-

симость от формы нелинейностей, параметров линей-

ной части системы и т. д., без непосредственного рас-

смотрения переходного процесса системы [4]. 

Рассмотрим задачу нахождения условий существова-

ния и устойчивости периодических колебательных режи-

мов движения трехзвенного манипулятора робота, 

имеющего две поступательные и одну вращательную 

кинематические пары 5-го класса [8]. Предположим, что 

управление манипулятором осуществляется с помощью 

трех независимых электроприводов, располагающихся в 

сочленениях звеньев. В качестве математической модели 

такого привода примем уравнение: 

 ,             (1) 

где   конструктивные параметры i-го привода; 

 коэффициент, обратно пропорциональный коэф-

фициенту усиления i-го двигателя;  программное 

значение обобщенной координаты i-й степени подвиж-

ности; р – оператор дифференцирования [12]. 

Предположим, что к выходной оси второго привода 

приложен момент сил сопротивления, создаваемый сила-

ми вязкого трения в элементах механической передачи: 

.                        (2) 

Примем также, что к выходным валам первого и 

третьего приводов приложены силы вязкого трения: 

  .               (3) 

С учетом сделанных предположений уравнения ди-

намики рассматриваемого манипулятора совместно с 

уравнениями управляющих приводов можно записать в 

следующем виде: 

 , 

 

).                      (4) 

 .                                      (5) 

Значения коэффициентов этой системы определя-

ются по формулам: 

,                           (6) 

,        (7) 

,        (8) 

,                   (9) 

.                           (10) 

Величины  представляют собой обобщенные ко-

ординаты, определяющие конфигурацию захватного 

устройства и манипулятора робота; через 

 обозначены соответственно масса, 

вес и осевые моменты инерции звена i; – вес груза 

в захватном устройстве [6]. 

Эта система дифференциальных уравнений в опе-

раторном виде может быть записана следующим об-

разом [10]: 

, 

,  (11) 

.                  (12) 

При записи этой системы операторных уравнений 

использованы следующие обозначения [14]: 

 

, ,          (13) 

 

,           (14) 

,     (15) 

.      (16) 

Структурная схема системы уравнений (11) пред-

ставлена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Структурная схема системы уравнений (11) 
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Рассмотрим свободное (без внешних возмущающих 

и управляющих воздействий) движение манипуляци-

онной системы. В связи с этим величины , (i = 1, 2, 3) 

примем равными нулю и  

Допустим, что все промежуточные части системы 

между нелинейностями обладают обобщенным свойст-

вом фильтра [7]. Согласно методу гармонической ли-

неаризации положим, что для переменных, стоящих 

под знаками нелинейных функций, периодическое ре-

шение достаточно близко к синусоидальному, т. е.: 

         (17) 

Здесь через обозначены амплитуды 

колебаний, частота и сдвиг фаз колебаний переменных 

, стоящих под знаками нелинейных функций [11]. 

Выполним гармоническую линеаризацию нелинейности: 

.                                       

(18) 

Раскладывая эту функцию в ряд Фурье, получаем 

гармонически линеаризованное представление нели-

нейной функции  

.                                                                 

(19) 

Здесь через  обозначены функции 

Бесселя 1-го и 3-го порядков соответственно, и: 

.     

(20) 

Аналогичным образом было получено гармониче-

ски линеаризованное выражение для функции 

: 

.                  

(21) 

Таким образом, первое уравнение системы может 

быть представлено в следующем виде: 

.    (22) 

Рассмотрим нелинейную функцию , 

входящую во второе уравнение системы  (11). Запишем 

равенства (17) в символической форме [13]: 

     (23) 

Подставляя (23) в гармонически линеаризованное 

уравнение (22) при , находим, что: 

= ,    (24) 

.                    (25) 

Таким образом, получаем, что: 

,                                                                

(26) 

,        (27) 

.       (28) 

.          

(29) 

Таким образом, получаем, что функцию 

 можно записать в виде: 

 12 2,Ωcos 2 Ω .                                        (30) 

Разлагая эту функцию в ряд Фурье и отбрасывая 

высшие гармоники разложения, получаем линеаризо-

ванное выражение [3]: 

1ΩΩ 22 2,Ω 2 11 2,Ω+ 12 2,Ω.  (31) 

.                     

(32) 

В результате выполненных преобразований, полу-

чаем линеаризованную систему уравнений: 

, 

 

.                               (33) 

Для отыскания амплитуды  и частоты периодиче-

ского решения  выпишем характеристическое 

уравнение этой системы [9]: 

                                        (34)
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Как известно, при отсутствии внешнего периодиче-

ского воздействия решения вида (17) возможны только 

при наличии пары чисто мнимых корней у характери-

стического уравнения замкнутой системы. При этом 

предполагается, что все остальные корни уравнения 

имеют отрицательные вещественные части [5]. Таким 

образом, полагая в характеристическом уравнении 

, получаем систему, из которой могут быть най-

дены  амплитуда и частота искомого периодического 

решения [15]: 

5 11 11+ 12 1 2 11− 1Ω2 11− 1Ω22+ 21+ 12
Ω2+ 2Ω4− 4Ω2 1 2 21+ 1 11− 1Ω22+ 21+ 1

2Ω2 22 11+ 12=0,  (35) 

12=0.           (36) 

Значения коэффициентов этой системы имеют вид: 

,                       (37) 

,  (38) 

,              (39) 

,                                   (40) 

, 

(41) 

, (42) 

,                                (43) 

,                                  (44) 

,            (45) 

,       (46) 

,            (47) 

.                        (48) 

Заключение.  
Таким образом, в результате произведенных расче-

тов получены аналитические выражения, позволяющие 

определить амплитуду и частоту искомого периодиче-

ского решения [2]. 
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