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Рассмотрены преимущества и недостатки различных методов решения дифференциальных уравнений движения лесо-

возных автопоездов, определены ошибки, которые имеют место при выборе аналитического выражения динамической 

характеристики. Проведено интегрирование аналитическим методом дифференциального уравнения движения, получен-

ного на основе зависимостей параметров движения автомобиля, т. е. зависимостей изменения скорости, пройденного 

пути и продолжительности движения на уклонах, от величин этих уклонов. Исследованы возможности замены кривых 

динамических характеристик автомобилей на отдельных участках прямыми линиями, а также отдельных волн динамиче-

ской характеристики одной огибающей кривой. На основе анализа различных методов интегрирования дифференциального 

уравнения движения автомобиля установлено, что дифференциальное уравнение движения, построенное согласно выбран-

ному аналитическому выражению динамической характеристики автомобиля, позволяет успешно решать целый ряд важ-

нейших тяговых задач, связанных с движением автомобиля в общем и лесовозного автопоезда в частности: определять 

максимальную скорость при данном сопротивлении дороги; определять максимальное сопротивление, преодолеваемое ав-

томобилем на данной передаче; получать время и путь разгона данного автомобиля. Проведенные исследования не пресле-

дуют цели отказа от более точных выражений, предложенных теорией автомобиля, и направлены на получение более 

простых и удобных выражений для решения поставленных задач при проектировании продольного профиля лесовозной 

автомобильной дороги. Полученные методики расчета, с учетом установленных экспериментально режимов движения на 

характерных уклонах, с достаточной степенью точности могут быть применены к расчетам скоростей движения по 

отдельным участкам лесовозных автомобильных дорог. 

 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение движения; динамические характеристики; лесовозный автопоезд. 
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The advantages and disadvantages of various methods for solving the differential equations of the movement of timber truck trains 

are considered, the errors that occur when choosing an analytical expression for the dynamic characteristic are determined. The inte-

gration of the differential equation of motion by the analytical method, obtained on the basis of the dependences of the parameters of the 

car's movement, that is, the dependences of the change in speed, distance traveled and the duration of movement on slopes, on the val-

ues of these slopes, has been carried out. The possibilities of replacing the curves of the dynamic characteristics of cars in separate 

sections with straight lines, as well as individual waves of the dynamic characteristics of one envelope curve are investigated. Based on 
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the analysis of various methods of integrating the differential equation of the car's motion, it has been found that the differential equa-

tion of motion, constructed according to the selected analytical expression of the dynamic characteristics of the car, allows successfully 

solving a number of important traction problems associated with the movement of the car in general and the timber road train in partic-

ular: to determine the maximum speed for a given road resistance; to determine the maximum resistance overcome by a car in a given 

gear; to get the time and acceleration path of this car. The research carried out does not pursue the goal of rejecting more precise ex-

pressions proposed by the theory of the automobile, and are aimed at obtaining simpler and more convenient expressions for solving the 

problems posed when designing the longitudinal profile of a timber road. The obtained calculation methods, taking into account the 

experimentally established modes of movement on characteristic slopes, can be applied with a sufficient degree of accuracy to the cal-

culation of the speeds of movement on individual sections of timber highways. 

 

Keywords: differential equation of motion; dynamic characteristics; timber road train. 

 

Введение. При проектировании продольного про-

филя лесовозной автомобильной дороги необходимо 

знать зависимости параметров движения автомобиля от 

величин уклонов, т. е. зависимости изменения скоро-

сти, пройденного пути и продолжительности движения 

на уклонах [1–4]. Такие зависимости обычно получа-

ются в результате интегрирования дифференциальных 

уравнений движения автомобиля [5; 6]. 

В настоящей работе интегрирование дифференци-

ального уравнения движения лесовозного автомобиля 

проводилось аналитическим методом, на основе анали-

тического выражения динамической характеристики, 

что позволяет исходить из экспериментально опреде-

ленных значений динамических характеристик. 

Анализ динамических характеристик лесовоз-

ных автопоездов. Из расположения волн кривых ди-

намических характеристик (рис. 1) видно, что правые 

их ветви (соответствующие нормальному режиму ра-

боты двигателя) можно заменить одной огибающей 

кривой, по форме близкой к гиперболе вида D = A/Vn 

или D = A/(V+B). 

Кривая вида D = A/Vn D = A/(V+B) часто применяется в 

технических решениях для выражения различных зави-

симостей [7; 8], но использовать ее для решения уравне-

ния движения автомобиля неудобно из-за трудностей 

интегрирования при дробном показателе скорости n. 

При применении кривой второго вида уравнение 

движения автомобиля интегрируется легко, поэтому 

мы и остановимся на таком уравнении кривой: 

D = A/(V+B)   (1) 

Для определения параметров такой кривой вида 

D = A/(V+B) применялся способ наименьших квадра-

тов. Значения параметров А и В для автомобилей ти-

пов КамАЗ 53229 и «Урал» 4320-6952-72 рассчитыва-

лись при различных степенях подачи топлива. 

В качестве исходных данных для расчета кривых 

были приняты значения динамического фактора при 

максимальной скорости движения для каждой переда-

чи и каждой степени подачи топлива. 

В табл. 1 приведены расчетные значения парамет-

ров с огибающей кривой динамической характеристики 

вида D = A/(V+B), полученные по способу наименьших 

квадратов для автомобилей типа КамАЗ 53229 и 

«Урал» 4320-6952-72, при разных степенях подачи  

топлива. 

 

Таблица 1. Расчетные значения параметров с огибающей 

кривой динамической характеристики вида D = A/(V+B) 

Лесовозы 

на базе 

Степень 

подачи 

топлива 

Параметры 

А В 

КамАЗ 53229 

1,0 +2,60 –2,33 

0,8 +2,29 –2,48 

0,6 +1,65 –3,16 

0,4 +0,790 –4,90 

«Урал» 4320-

6952-72 

1,0 +2,52 –1,221 

0,8 +2,00 –1,536 

0,6 +1,445 –2,28 

0,4 +0,283 –5,62 

При получении уравнения были построены графики 

огибающих кривых динамических характеристик (рис. 1). 

 

Рис. 1. Динамические характеристики лесовозов на 

базе КамАЗ 53229 

 

В табл. 2 дается сравнение фактических значений 

динамического фактора расчетных точек и рассчитан-

ных по уравнению огибающих кривых для полной 

степени подачи топлива автомобилей КамАЗ 53229 и 

«Урал» 4320-6952-72. 
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Средние квадратические ошибки в процентах оги-
бающих динамические характеристики кривых для 

лесовозов на базе КамАЗ 53229 и «Урал» 4320-6952-72, 
представлены в табл. 3. 

 

Таблица 2. Сравнение фактических значений динамического фактора расчетных точек 

Лесовоз на базе КамАЗ 53229 
 

Лесовоз на базе «Урал» 4320-6952-72 

км/ч 
V 

Dфак. Dрасч. 
Отклонение 

δ·103 
км/ч 

V 
Dфак. Dрасч. 

Отклонение 
δ·103 

10,75 0,3060 0,3090 +3,0 10,00 0,2360 0,2890 +3,0 

22,30 0,1460 0,1352 –7,8 18,80 0,1519 0,1476 –4,3 

40,80 0,0751 0,0685 –6,1 33,00 0,0845 0,0793 –5,2 

68,90 0,0318 0,0391 +7,3 62,50 0,0373 0,0411 – 

 
Таблица 3. Средние квадратические ошибки огибающих динамические характеристики кривых, % 

Лесовозы на базе 

Средние квадратические ошибки ±%в зависимости 
от степени подачи топлива 

1,0 0,8 0,6 0,4 

КамАЗ 53229 6,80 7,59 10,5 19,4 

«Урал» 4320-6952-72 3,72 4,45 9,35 25,9 

 

Как видно, полученная точность невелика. Однако 
если учесть различие технического состояния автомо-
билей, которое Д.П. Великанов оценивает в ±10 %, то 
можно считать точность удовлетворительной, особенно 
при большой степени подачи топлива. 

Следует отметить, что точность определения можно 
повысить, заменив огибающей кривой кривые динами-
ческой характеристики только прямой и третьей переда-
чи, т. е. проводя огибающую кривую только по тем от-
резкам динамической характеристики, которые наиболее 
часто используются при движении автомобилей. 

Дифференциальное уравнение движения автомоби-
ля имеет в этом случае вид:  

dt

d

g
if

BV

A
D





    (2) 

Обозначив f + i = Ψ, получаем:  

dt

d

g
Ψ

BV

A 



 или 













BV

Ag

dt

d




      (3) 

Эта функция не имеет максимума. Поэтому нельзя 
определить максимальные сопротивления, преодолева-
емые автомобилем на критической скорости. 

Как уже было указано, при достижении автомоби-
лем максимальной скорости (при заданном сопротив-
лении движению) его движение становится равномер-

ным, а ускорение равно нулю 







 0

dt

d
.  

В этом случае уравнение (3) принимает вид: 

0
max




Ψ
BV

A
. 

Отсюда: 

B
Ψ

A
V max .    (4) 

Для определения продолжительности разгона авто-
мобиля основное уравнение (3) перепишем в виде: 

Ψ
BV

A

d

g
dt







или 
 

ΨBΨVA

dBV

g
dt







. 

Введя обозначение A–B = ΨC, после некоторых пре-
образований получаем:  

  










 


d

VC

d
BC

gΨ
dt . 

Интегрируя в пределах от t = 0 до t = T и от V = V1 
до V = V2, получаем:  
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V
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d
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d
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 или 

    













1

2
21 ln
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.          (5) 

Подставляя в (3) уравнение 
ds

d
d

dt

ds

ds

dv

dt

d 



 , 

получаем 










 Ψ

BV

Ag

ds

d
d




 , или ds–ΨB=ΨC. 

Обозначив А–ΨB = ΨC, имеем: 

 
VC

dBVV

gΨ
ds







 или, после преобразования: 

    











VC

d
BCCdBCd

gΨ
ds





.  

Интегрируя в пределах от V = V1 до V = V2, от S = 0 
до S = S, получаем: 
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Анализ результатов теоретических исследований.  
Анализируя приведенные выше методы интегрирова-
ния дифференциального уравнения движения автомо-
биля, мы увидели, что дифференциальное уравнение 
движения, построенное согласно выбранному аналити-
ческому выражению динамической характеристики 
автомобиля, позволяет успешно решать целый ряд 
важнейших тяговых задач, связанных с движением ав-
томобиля в общем и лесовозного автопоезда в частно-
сти [9–11]. Рассмотренные методы не равноценны, 
каждый из них имеет свои преимущества и недостатки. 

Аналитическое выражение динамической характе-
ристики вида D = A+BV+CV2 дает возможность полно-
стью и точно решать ряд важных задач: определять 
максимальную скорость при данном сопротивлении 
дороги (что очень важно для лесовозного подвижного 
состава), определять максимальное сопротивление, 
преодолеваемое автомобилем на данной передаче, по-
лучать время и путь разгона данного автомобиля. 

Решение дифференциального уравнения движения 
автомобиля на основе аналитического выражения ди-
намической характеристики D = A+BV+CV2 возможно 
двумя способами [12]. 

Первый способ позволяет решать задачи только то-
гда, когда суммарное дорожное сопротивление Ψ менее 
максимального Ψmax, которое автомобиль может пре-
одолеть с равномерной критической скоростью. 

Объяснить это можно следующим образом: когда 
Ψ ≤ Ψmax, то подкоренная величина уравнения  

2
1B – 4A1C1 > 0. Если же Ψ  > Ψmax, то 2

1B – 4A1C1 < 0.  

В первую очередь приходится определять Vmax для 
данного дорожного сопротивления, а затем пределы 
разгона или затухания. Ясно, что конечная скорость 
разгона должна быть меньше или равна максимальной 
скорости для данного сопротивления: V2розг ≤ Vmax.pabH. 

Конечная скорость затухания должна быть меньше 
или равна максимальной равномерной скорости: 
V2зат ≤ Vmax.pabH. Упомянутые условия действительны и 
при других методах расчета. 

Первый метод решения дифференциальных урав-
нений движения автомобиля основан на аналитиче-
ском выражении динамической характеристики 
D = A+BV+CV2, схожем с методом, предложенным 
Г.В. Зимелевым, который обосновал аналитическое вы-
ражение тяговой силы Pa = A+BV+CV2. Различие между 
методом, разработанным нами, и методом Г.В. Зимелева 
заключается только в немного более простом опреде-
лении параметров движения. 

Второй метод, основанный на аналитическом вы-
ражении прямой линии, заменяющей на определенном 
участке кривую динамической характеристики, дает 
возможность в некоторых пределах легко и быстро 
найти максимальную скорость, время и путь разгона 
автомобиля. Заменять прямой линией кривую динами-
ческой характеристики целесообразно в пределах от 
критической до технически возможной максимальной 
скорости. В этих пределах можно вести расчеты без 
каких-либо ограничений — при соблюдении вышеука-
занных границ разгона и затухания. 

Третий метод основан на аналитическом выраже-
нии огибающей кривой динамической характеристики 
D = A/(V+B). Указанная кривая представляет собой сво-
его рода динамическую характеристику автомобиля, 
имеющего бесступенчатую коробку передач. На основе 
такого уравнения можно легко и быстро решить ряд 
задач: определить максимальную скорость для данного 
сопротивления, найти время и путь разгона. Задача 
решается в интервале от порядка 8…10 км/ч до техни-
чески возможной максимальной скорости, т. е. в преде-
лах, для которых рассчитана кривая. При выборе гра-
ниц разгона или затухания также следует придержи-
ваться ранее указанных пределов. 

Сравнение методов решения дифференциаль-
ного уравнения движения автомобиля. Прежде 
всего, определим ошибки, которые имеют место при 
выборе аналитического выражения динамической 
характеристики. 

На рис. 2 и 3 представлены графики ошибок, возни-
кающих при разном выражении динамических харак-
теристик для прямых передач автомобилей КамАЗ 
53229 и «Урал» 4320-6952-72 при равной степени по-
дачи топлива.  

 

 

Рис. 2. Ошибки, возникающие при аналитическом вы-

ражении динамической характеристики для прямой 

передачи лесовозов на базе КамАЗ 53229: 

____ D = A+BV+CV2; ------ D = A+BV; -.-.- D = A/(B+V) 
 

Из этих графиков видно, что при определении ана-

литического выражения динамической характеристики 

наименьшие ошибки получаются при выражении вида 

D = A+BV+CV2.  
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Рис. 3. Ошибки, возникающие при аналитическом вы-

ражении динамической характеристики для прямой 

передачи лесовозов на базе «Урал» 4320-6952-72: 
____ D=A+BV+CV2; ------ D=A+BV; -.-.- D=A/(B+V) 

В этом случае ошибки только в отдельных случаях 

превышают 3 %. Определение динамического фактора 

в интервале скоростей порядка от 31,0 до 70,0 км/ч для 

автомобиля типа КамАЗ 53229 и от 26,8 до 60 км/ч — 

для автомобиля «Урал» 4320-6952-72 по уравнению 

прямой линии вида D = A+BV дает ошибки для автомо-

биля КамАЗ 53229 до 3…5 %, а в отдельных случаях 

(при малых степенях подачи топлива) даже до 7 %. Для 

автомобиля «Урал» 4320-6952-72 ошибки не превы-

шают 5 %. Расчеты динамического фактора по уравне-

нию кривой D = A/(V+B) в зоне действия прямой пере-

дачи дают очень крупные ошибки, достигающие 10 % 

и больше как для автомобиля КамАЗ 53229, так и для 

«Урал» 4320-6952-72. Это и понятно, так как характер 

кривой резко отличается от характера кривых динами-

ческой характеристики.  

На рис. 4 представлены кривые зависимости рас-

стояния, проходимого автомобилем КамАЗ 53229 на 

прямой передаче при максимальной степени подачи 

топлива, от дорожных сопротивлений и начальной ско-

рости движения, рассчитанные по разным уравнениям. 

На графике (рис. 4) видно, что кривые, построенные по 

уравнениям D = A+BV+CV2 и D = A+BV, довольно удо-

влетворительно совпадают при дорожных сопротивле-

ниях Ψ = 0,05 и больше. Кривые же, построенные по 

уравнению D = A/(V+B), отличаются от остальных. 

Особенно сильно отличается высокий предел равно-

мерных скоростей (Ψ = 0,05 и 0,06). Только при боль-

ших дорожных сопротивлениях (Ψ = 0,10) кривая 

больше подходит к другим [13; 14]. 

 

 

Рис. 4. Кривые зависимости проходимого автомобилем расстояния от дорожных сопротивлений и начальной скорости дви-

жения, построенные по уравнениям (для лесовозов на базе КамАЗ 53229, при максимальной степени подачи топлива): 
____ D = A+BV+CV2; ------ D = A+BV; -.-.- D = A/(B+V) 



Системы Методы Технологии. Д.Е. Болтнев и др. Интегрирование дифференциального … 2021 № 3 (51) с. 98-104 

 

103 

Рассмотренные методы решения дифференциально-

го уравнения движения автомобиля не одинаково 

сложны. Например, расчеты по уравнению 

D = A+BV+CV2 очень сложны и трудоемки. Особенно 

сложно определение продолжительности и пути разго-

на. Расчеты по уравнению D = A+BV довольно просты 

и удобны для пользования. По уравнению же 

D = A/(V+B) они менее сложны, чем по D = A+BV+CV2, 

и сложнее, чем по уравнению D = A+BV. 

Заключение. Выражая динамическую характери-

стику аналитически, можно успешно решать диффе-

ренциальные уравнения движения автомобиля. Анали-

тическое выражение динамической характеристики 

D = A+BV+CV2 дает возможность полностью и точно 

находить максимальную скорость равномерности дви-

жения при должном дорожном сопротивлении, опреде-

лять максимальное сопротивление, преодолеваемое 

автомобилем на критической скорости для данной пе-

редачи, а также устанавливать время и путь разгона 

автомобиля [15–17]. Но при этом следует отметить, что 

расчеты довольно сложны и трудоемки. 

Кривые динамической характеристики можно заме-

нить в определенном интервале (от критической до 

максимальной скорости для данной передачи) прямы-

ми вида D = A+BV, что даст возможность с достаточной 

точностью определять максимальную скорость, про-

должительность и путь разгона автомобиля. При этом 

расчеты не отличаются сложностью. 

Правые части кривых динамической характеристи-

ки, соответствующих наиболее оптимальному режиму 

автомобильного двигателя, можно заменить одной оги-

бающей кривой вида D = A/(V+B), что дает возмож-

ность найти продолжительность и путь разгона авто-

мобиля, а также максимальную скорость движения при 

данном сопротивлении дороги. Точность этого способа 

ниже двух других (отклонения достигают 10 % и бо-

лее), но зато расчеты довольно просты. 

Этот метод является единственным выражением для 

случая движения автомобиля с бесступенчатой короб-

кой передач, когда два других метода неприменимы. 

Для этого случая точность расчетов будет высокой. 

Все вышеупомянутые расчеты и предпосылки име-

ют ту условность, что они относятся к идеализирован-

ным условиям движения с постоянной степенью пода-

чи топлива. Однако они с достаточной степенью точ-

ности могут быть применены к расчетам скоростей 

движения по отдельным участкам дорог, если учиты-

вать установленные экспериментально и выдерживае-

мые большинством водителей режимы движения на 

характерных уклонах [18–20]. 

Для более точной оценки методики расчетов были 

проведены предварительные исследования, данные 

которых позволили в первом приближении обосновы-

вать принятые упрощения при решении вопросов дви-

жения автомобиля. 
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