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Развиваются методологические основы системных подходов на примерах задач динамики механических колебательных 

систем с двумя степенями свободы. Предлагаемая работа является продолжением I-ой части статьи, в которой рассмат-
риваются системы цепного типа. Вторая часть статьи посвящена исследованиям динамических свойств технических объ-
ектов, имеющих рабочие органы в виде плоских твердых тел, обладающих массой и моментом инерции. Цель статьи заклю-
чается в разработке системных подходов и технологий системного анализа в задачах динамики объектов транспортного и 
технологического назначений. Используются методы общей теории систем, системного анализа и теории автоматического 
управления. Разработана алгоритмика построения структурных математических моделей. Предложена методика введения 
в системы дополнительных связей и оценки их влияния на динамические состояния объектов; приводятся результаты оценок. 
Предложены оригинальные формы учѐта влияния на динамические свойства систем характерных возбуждающих силовых 
факторов, обладающих возможностями согласованных совместных действий. Получены аналитические соотношения, от-
ражающие характерные свойства, проявляющиеся при введении дополнительных динамических связей. Приводятся резуль-
таты вычислительного моделирования.  
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Methodological foundations of systemic approaches are developed using examples of problems of dynamics of mechanical oscillato-

ry systems with two degrees of freedom. This work is a continuation of the first part of the article, which deals with chain-type systems. 

The second part of the article is devoted to the study of the dynamic properties of technical objects that have working bodies in the form 

of flat solid bodies with mass and moment of inertia. The purpose of the article is to develop system approaches and technologies for 

system analysis in the problems of dynamics of transport and technological functions. The methods of general systems theory, system 

analysis and the theory of automatic control are used. The algorithms for constructing structural mathematical models are developed. A 

technique is offered for introducing additional connections into systems and assessing their influence on the dynamic conditions of ob-

jects. The results of evaluations are presented. Original forms of assessing the impact on the dynamic properties of the systems of char-

acteristic exciting force factors associated with taking into account the possibilities of coordinated joint actions are proposed. Analyti-

cal relationships are obtained that reflect the characteristic properties manifested when additional dynamic constraints are introduced. 

The results of computational modeling are presented. 
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Введение. В предыдущем разделе статьи (I-ая 

часть) рассмотрен ряд вопросов, отражающих возмож-

ности оценки и формирования динамических состоя-

ний технических объектов. Особенности внешних си-

ловых воздействий заключаются в наличии у синфаз-

ных гармонических факторов линейной связи между 

величинами амплитуд колебаний по координатам y1 и 

y2. Математические модели такого типа используются 

при решении широкого класса задач динамики техни-

ческих объектов [1 – 3].  

Расчетные схемы в виде механических колебатель-

ных систем часто широко используются в задачах ди-

намики транспортных средств, в частности, подвижно-

го состава железнодорожного транспорта, действую-

щего в условиях вибрационных воздействий (рис. 8 [4, 

5]); нумерация рисунков и формул продолжает расста-

новку позиций в I-ой части статьи; библиография во 

второй части статьи является продолжением ссылок в 

первой части. 

1. При оценке технических объектов различного 

назначения используются расчѐтные схемы в виде ме-

ханических колебательных систем с несколькими сте-

пенями свободы, состоящих из твѐрдых тел с про-

странственными или плоскими движениями и содер-

жащих упруго-инерционные и упруго-диссипативные 

связи. Такие системы обладают пространственной 

«метрикой» [2, 6, 7], что ведѐт к необходимости учѐта 

геометрических параметров при оценке динамических 

свойств. Это связано с понятиями обобщенных дина-

мических связей («приведѐнная динамическая жѐст-

кость», «обобщенная пружина» и «квазипружина»), 

возникающих при введении в структуры механических 

колебательных систем управляемых или активных сил, 

реализуемых сервоприводами [8 – 10], что даѐт воз-

можности расширения динамических свойств. 

Используемые подходы предполагают применение 

эквивалентной в динамическом отношении системы 

автоматического управления относительно исходной 

расчетной схемы технического объекта в виде механи-

ческой колебательной системы, что логично с точки 

зрения решения задач динамики системы подвески с 

различной степенью включения дополнительных эле-

ментов [11, 12]. Для оценки динамических свойств 

транспортных машин используются расчѐтные схемы с 

базовой моделью в виде твѐрдого тела (балочного ти-

па), опирающегося на упругие элементы при внешнем 

кинематическом возмущении. 

2. В различных отраслях промышленности приме-

няются традиционные методы решения задач вибра-

ционной защиты. Однако многообразие таких задач 

провоцирует интерес к поиску и разработке обобщѐн-

ных подходов к виброзащите и виброизоляции с ис-

пользованием теории автоматического управления и 

структурных методов исследования, в том числе при-

менительно к задачам динамики подвижного состава. 

Примеры расчетных схем приведены на рис. 8 [13].  
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Рис. 8. Расчетные схемы, модели и примеры графики, характерные для оценки динамических свойств подвижного   

состава различного типа 
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Можно отметить, что усложнение рассматриваемо-

го объекта и намерения учета особенностей конструк-

тивно-технических решений, проявляющихся во введе-

нии различных усовершенствований.  

Введение дополнительных связей создаѐт необхо-

димые условия для формирования соответствующих 

динамических состояний [14 – 16]. 

V. Особенности формирования динамических со-

стояний механических колебательных систем с 

твердым телом 

Рассмотрим расчѐтную схему, представленную на 

рис. 1, б, дополнительной пружиной k3. Более подробно 

основные динамические особенности рассмотрены в 

первой части статьи. В данном случае акцент будет 

сделан на оценку динамических реакций в точках при-

соединения дополнительного упругого элемента с 

жѐсткостью k3. 

1. Выражение для определения динамической жѐст-

кости при трансформации системы (рис. 1, б) к одной 

степени свободы примет вид  

2
1 2 2 1 2 3 2 3

2
2 2 3

( )( ) ( )
( )

( )
пр

k k m L p k k k k k
k p

m L p k k

    
 

    

. (20)                                                                                       

Анализ выражения (20) с целью оценки свойств си-

стемы показывает, что в этом случае при знаменателе, 

равном нулю, примет большие значения на частоте 

2 2 3
1

2

k k

m


 ,                                  (21) 

а на частоте 

2 1 2 2 3 1 3
0

2 1 2( )

k k k k k k

m k k

 



                           (22) 

становится равным нулю.  

Таким образом, рассматриваемое выражение пока-

зывает зависимость приведѐнной жѐсткости от частоты 

и то, что данный параметр может рассматриваться как 

динамический. Передаточные функции системы, в за-

висимости от заданных внешних воздействий, будут 

отличаться, а также позволять определять физический 

смысл предельных значений динамической жѐсткости. 

К примеру, при 1 0Q   и 2 0Q   имеем 

2

2
2 2 31

1
0 1

( )
( )Q

m p k ky
W p

Q A p

 
  ;             (23) 

2

2 2
2
0 1

( )
( )Q

y k
W p

Q A p

  .                       (24) 

Выражения для определения координат смещения 

1( )y p  и 2( )y p  примут вид 

2
1 2 2 3 2 2

1

( )
( )

( )

Q m p k k Q k
y p

A p

  
 ,        (25)  

2
2 1 1 2 1 2

2

( )
( )

( )

Q m p k k Q k
y p

A p

  
 .         (26) 

При аналогичном сочетании силовых воздействий, 

то есть при наличии только внешнего возмущения 1Q , 

на частоте, определяемой из (22), возникает бесконечно 

большое значение динамической жѐсткости, что соот-

ветствует режиму динамического гашения колебаний 

системы по координате 1y , и определѐнное значение 

приобретает частная форма соотношения амплитуд 

колебаний по двум координатам 

1 1 2

2 2

( )

( )

y p k k

y p k


 .                                  (27) 

В данном случае может быть получен режим сов-

местного движения. 

2. Использование механических колебательных си-

стем с различным числом степеней свободы характерно 

не только для транспортной отрасли, но и для объектов 

технологического назначения, в частности, вибростен-

дов, вибрационных питателей, средств вибрационной 

транспортировки сыпучих сред и др. На рис. 1, б (I-ая 

часть) приведена расчѐтная схема технологического 

объекта с двумя степенями свободы с рабочим органом 

в виде твердого тела. В т. В на расстоянии l0 от центра 

масс т. О закреплѐн дополнительный упругий элемент 

жѐсткостью k3. В первой части статьи приводятся си-

стемы уравнений движения в операторной форме и 

соответствующие структурные схемы (рис. 2, б). 

Используя аналогичные подходы, апробированные 

на системах цепной структуры, рассмотрим ряд вопро-

сов, отражающих специфические особенности динами-

ческих состояний механической системы, расчетная 

схема которой приведена на рис. 1, б, а структурная 

математическая модель – на рис. 2, б. 

Определение динамических реакций в точках креп-

ления упругого элемента k3 в т.т. В и В1 связано с вве-

дением новых координат y0 и φ при использовании 

следующих соотношений: 

0 1 2 2 1 1 0 1

2 0 2 0 0

, ( ), ,

, ,B

y ay by c y y y y l

y y l y y l

     

   

 

 
      (28) 

Преобразованная система уравнений примет вид 

при учѐте совместного действия силовых факторов: 

2
0 0 1 3 2

1 1 2 2 3 0 0 1 2

( )

( ) ,

y Mp y k k k

k l k l k l Q Q Q

   

     
      (29)  

2 2 2 2
1 1 3 0 2 2

0 1 1 2 2 3 0 0 1 1 2 2

( )

( ) .

Jp k l k l k l

y k l k l k l M Q l Q l

   

     

 
   (30)  

Введѐм условие связности β (имеет размерность 

длины) между силовыми факторами, характерной для 

технологических машин с вибровозбудителями. 
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Рис. 9. Структурная схема исходной системы по рис. 1, б в координатах 0y ,   

 

Передаточные функции системы с использованием 

структурной схемы (рис. 9) принимают вид 
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2
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2
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где             

2 2 2
1 3 2 1 1

2 2 2
3 0 2 2 1 1 3 0 1 1

( )

( )

A p Mp k k k Jp k l

k l k l k l k l k l

       
  

    


      (34)  

является характеристическим частотным уравнением. 

3. С точки зрения практической реализации инте-

ресна передаточная функция межпарциальных связей 

системы. 

 

2 2 2
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0 1 3 2
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2 2 1 1 3 0 1 1
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( ) ...
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Jp k l k l
W p
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   (35) 

Из (20) следует, что в (35) на частоте 

 2 1 3 2 1 1 3 0 1 1
0

k k k k l k l k l

M

    



         (36) 

возможен режим «обнуления» угловых колебаний. Ко-

эффициент связности силовых факторов β может быть 

использован как настроечный параметр для динамиче-

ского состояния вибрационной машины. 

Движение точки крепления упругого элемента k3 

описывается координатой y3. Выражение для описания 

перемещения объекта в этом случае с учѐтом системы 

координат y0, φ примет вид 

3 0 0y y l   .                       (37) 

Система уравнений при этом трансформируется к 

виду 

2 2 2
0 1 1 2 12

0

2 1 1 1
3 02

0 00
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,

J
y M p k a k b
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. (39) 

Соотношения между силовыми факторами примут 

вид 

0 1 1 2 2( )Q c Ql Q l  ,                        (40) 

0 1 1 2 2( (1 ) (1 )M Q l c Q l c     .               (41) 

Система уравнений (38), (39) преобразуется к виду 
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2 2
3 1 3 2

2
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y Jcp k c k k c

y Jc k b c k a c M

    
 

     
 

               (3) 

Структурная схема системы в координатах 0y , 3y  

приведена на рис. 10. 

На рис. 11 представлена структурная схема по 

трансформации. 
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Рис. 10. Структурная схема системы в координатах 0y  и 3y  
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Рис. 11. Преобразованная структурная схема (рис. 6) 

 

На преобразованной структурной схеме выделен 

объект, динамическое состояние которого оценивается 

по координате 3y . Для определения динамической ре-

акции необходимо учитывать смещение By  (координа-

та 3y ) и приведѐнную жѐсткость в т. В, представляю-

щую собой отрицательную обратную связь относи-

тельно элемента с передаточной функцией 
2

1

Jcp
 

(рис. 1, б). 

Связность между силовыми возмущениями ( 0Q  и 

0M  ) можно сформировать при помощи введения ко-

эффициента γ  

0 0M Q  .                              (44) 

Из структурной схемы в координатах 0y  и 3y  сле-

дует, что 
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где 
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  (46) 

является характеристическим частотным уравнением 

системы. 

4. Обозначим приведѐнную динамическую жѐст-

кость в т. В (рис. 1, б) в виде 

22 2 2 2
1 1 2 1

2 2

2 2 2 2
3 1 2 1 1 2 1

2 2
1 1 2 1

( )
( ) ...

( )

( ) ( ) )
... .

B

Jc p c k a k b
D p

M Jc p

k c k k M Jc p k a k b

k a k b

   
 

 

           

 

  (47) 

Динамическое смещение по координате By  опреде-

лится выражением 

    0 0( )By Q W p   .                         (48) 

Таким образом, 

1( )BR D p y ,                            (49) 

что представляет собой дробно-рациональное выраже-

ние со знаменателем  
2 2 2

1 1 1 2 1( ) ) ( )N M Jc p k a k b A p          (50) 

и числителем  



22 2 2 2
1 1 2 1

2 2

2 2 2 2
3 1 2 1 1 2 1

2 2
1 1 2 1

( )
...

( )

( ) ( ) )
... .

Jc p c k a k b
N

M Jc p

k c k k M Jc p k a k b

k a k b

   
 

 

           

 

  (51) 

Динамическая реакция в т. В имеет, таким образом, 

три максимальных и два минимальных значения. 

На рис. 12 показана амплитудно-частотная характе-

ристика динамической реакции RB на примере модель-

ных задач с параметрами: M = 300 кг, J = 80 кг м
2
, l1 = 1 

м, l2 = 1,2 м, k1 = 5·10
5
 Н/м, k2 = 1,2·10

5
 Н/м, k3 = 1,1·10

5
 

Н/м при разных значениях l0 : –0,3; 0; 0,3 м. 

 

|RB(ω)|

ω

3

2

1

 
Рис. 12. Семейство амплитудно-частотных характери-

стик динамической реакции связей в т. B (закрепление 

упругого элемента k3): 1 – l0 = – 0,3, 2 – L = 0, 3 – L = 0,3 

 

Отметим, что динамическая реакция может иметь 

положительные и отрицательные значения; величина 

динамической реакции зависит как от параметров ди-

намического состояния системы, так и от еѐ геометри-

ческих параметров, а также может иметь минимальные 

и максимальные значения. Поскольку конструктивно-

технические параметры узлов закрепления элементов с 

учетом значений постоянных составляющих реакций, 

вызванных статическим силовым нагружением, то в 

рассмотрение необходимо принимать значения полной 

реакции, представляет  собой сумму статической и ди-

намической составляющих. Резонансные процессы 

увеличения динамических составляющих реакции мо-

гут оказать негативное влияние на работоспособность 
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систем при наличии неудерживающих связей, что тре-

бует специального учета возникающих при таких свя-

зях эффектов. 

VI. Возможности изменения динамического со-

стояния системы при совместном действии двух 

возмущений 

При рассмотрении системы (рис. 1, б) в координа-

тах 1y  и 2y  и наличии коэффициента связности α меж-

ду внешними силами Q1 и Q2 выражения для кинетиче-

ской и потенциальной энергии системы с учѐтом до-

полнительной упругой связи k3 ( т. В) примут вид 

2 2
0

1 1

2 2
T My J   ,                             (52) 

2 2 2
1 1 3 1 2

1 1 1

2 2 2
BП k y k y k y   .                     (53) 

Отметим при этом, что выполняются соотношения 

0 1 2 2 1 1 0 1

2 0 2 0 0

, ( ), ,

, ,B

y ay by c y y y y l

y y l y y l

     

   

 

 
  (54) 

здесь 2 1

1 2 1 2 1 2

1
, ,

l l
a b c
l l l l l l

  
  

. 

Выражение (53) можно представить в виде 

2 2 2
1 1 3 1 1 1 2 2 2

1 1 1
[ ]

2 2 2
П k y k a y b y k y    ,  (55) 

где a1 = a – l0c; b1 = b + l0c.  

Запишем уравнения движения системы в координа-

тах y1, y2, что составит 

2 2 2
1 1 3 1 1

2
2 3 1 1 2 1

( ) ( )

( ) ( ),

y Ma Jc k k a y

y Jc Mab k a b y Q t

    

   
           (56) 

2 2 2
2 2 3 1 2

2
1 1 3 1 1 1 2

( ) ( )

( ) ( ).

y Mb Jc k k b y

y Jc Mab k a b y Q t

    

   
          (57) 

После преобразований Лапласа при нулевых 

начальных условиях система уравнений (56), (57) в 

операторной форме будет представлена в виде 

2 2 2 2
1 1 3 1

2 2
2 3 1 1 1

( ) )

( ) ,

y Ma Jc p k k a

y Jc Mab p k a b Q

    
 

    
 

       (58) 

2 2 2 2
2 2 3 1

2 2
1 3 1 1 2

( )

( ) .

y Mb Jc p k k b

y Jc Mab p k a b Q

    
 

    
 

        (59) 

При действии двух связанных внешних синфазных 

гармонических воздействий выполняется условие  

2 1Q Q .                                (60) 

Структурная математическая модель системы имеет 

вид, как показано на рис. 13.  

 

 

1
y

2
y

2 2

3 1 1
( )Jc Mab p k a b 

2 2 2 2

1 3 1

1

( )Ma Jc p k k a  
2 2 2 2

2 3 1

1

( )Mb Jc p k k b  

2
Q

1
Q

2 2

3 1 1
( )Jc Mab p k a b 

 
Рис. 13. Структурная схема системы по рис. 1, б 

 

Используя структурную схему на рис. 13, найдѐм 

передаточные функции системы, отражающие сов-

местное действие силовых факторов 

2 2 2 2
2 3 11

1
1

2 2
3 1 1

( )
( ) ...

( )

( )
... ,

Mb Jc p k k by
W p

Q A p

Jc Mab p k a b

   
 

   
 


   (61) 

а также передаточную функцию межпарциальных связей 

2 2 2 2
1 3 12

2
1

2 2
3 1

( ) )
( ) ...

( )

( )
... ,

Ma Jc p k k ay
W p

Q A p

Jc Mab p k a b

    
  

  



 (62) 

2 2 2 2
1 3 12

12 2 2 2 2
1 2 3 1

2 2
3 1 1

2 2
3 1 1

( ) )
( ) ...

( )

( )
... .

( )

Ma Jc p k k ay
W p

y Mb Jc p k k b

Jc Mab p k a b

Jc Mab p k a b

      
   

  

    





  (63) 

Характеристическое частотное уравнение системы 

имеет вид  

2 2 2 2 2 2
1 3 1

22 2 2 2
2 3 1 3 1 1

( ) ( ) ) ( )

( ) 0.

A p Ma Jc p k k a Mb Jc

p k k b Jc Mab p k a b

         

        
  

(64) 

В системе, согласно (61), по координате 1y  возможен 

режим динамического гашения колебаний на частоте 

2 2 3 1 1 1
1 2

( )

( ) (1 )
дин

k k b b a

Ma b a Jc

 


  




 
.           (65) 

 

Парциальная частота системы 2
1n  определяется вы-

ражением 
2

2 1 3 1
1 2

k k a
n

Ma Jc





.                          (66) 

Соответственно по координате 2y  получим 
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2 1 1 3 1 1
2 2

( )

( ) (1 )
дин

k a k a b

Ma a b Jc

 


  

 


 
.            (67) 

Вторая парциальная частота определится выражением 
2

2 2 3 1
2 2

k k b
n

Mb Jc





.                          (68) 

В данном случае режимы динамического гашения, 

реализующиеся по двум координатам, не совпадают с 

парциальными частотами, в отличии от случая с одним 

воздействием, когда динамическое гашение реализует-

ся по координате приложения. 

На рис. 13, а, б представлено семейство амплитуд-

но-частотных характеристик при различных значениях 

α: рис. 13, а – (–5, –2, –1, 0); рис. 13, б – (0, 1, 2, 5). Па-

раметры системы определяются условиями модельной 

задачи. 

а 
|W12(ω)|

ω

3

2

1
4

б 

|W12(ω)|

ω

3

2 1

4

в 

3
2

1

4 5

6

|W12(ω)|

ω

 
Рис. 13. Семейство амплитудно-частотных характери-
стик (АЧХ) системы по рис. 1, б при различных значени-
ях коэффициента связности α: а) 1 – α = -5, 2 – α = -2, 3 –
 α = -1, 4 – α = 0; б) 1 – α = 0, 2 – α = 1, 3 – α = 2, 4 – α = 5; 
в) а) 1 – α = -5, 2 – α = -2, 3 – α = -1, 1 (совпадают); 4 – α = 
0; 5 – α = 2, 6 – α = 5 
 

Как показывает сравнительный анализ АЧХ,        
коэффициент связности оказывает существенное влия-
ние на динамические свойства системы и может       
использоваться для коррекции, настройки и формиро-
вания структуры вибрационных полей технологиче-
ских машин.  

Если передаточная функция системы (выход-
смещение, вход-силовой фактор) отображает свойства 
податливости, которое характеризует влияние силового 
фактора на определенных частотах, то иными свой-
ствами обладает введѐнное выше понятие передаточ-

ной функции межпарциальных связей (W12 = 2y / 1y ); 

это понятие отражает, по существу, рычажные свой-
ства и взаимозависимости в динамических состояниях 
системы; они также зависят от частоты и могут исполь-
зоваться в различных задачах динамики вибрационных 
машин. 

Таким образом, учѐт особенностей динамического 
состояния вибрационных технологических машин с 
дополнительными упругими элементами в структуре 
реализуется на основе предложенного метода построе-
ния математических моделей. В данном случае допол-
нительные связи расположены несимметрично по 
длине рабочего органа и значительно варьируют пер-
воначальные свойства системы. Такие изменения пред-
определяют появление новых динамических эффектов, 
для которых характерна научная новизна и возможно  
практическое применение в различных промышленных 
областях.  

Применение рассматриваемого подхода предпола-
гает использование нетрадиционной координатной си-
стемы для получения динамических жесткостей во всех 
точках соединения дополнительных элементов с рабо-
чим органом технологической машины, что необходи-
мо для нахождения динамических реакций в этих точ-
ках. Для усовершенствования используемых и форми-
рования новых вибрационных технологических про-
цессов могут быть использованы динамические эффек-
ты, полученные в различных системах координат. 

Заключение  
Продолжена работа, начатая в I-ой части статьи, по 

развитию системных подходов в решении различных 
задач оценки и учѐта динамических состояний техни-
ческих объектов. Показано, что во многих задачах ди-
намики различного назначения используются расчет-
ные схемы в виде механических колебательных систем.  

1. Предложены и развиты системные подходы и 
технологии системного анализа для оценки динамиче-
ских состояний различных объектов, нагружаемых си-
ловыми факторами определенной структуры.  

2. Разработана методологическая основа построения 
структурных математических моделей для колебатель-
ных систем различного вида.  

3. Показаны возможности достаточно детализиро-
ванного анализа динамических свойств систем на ос-
нове использования структурных схем, передаточных 
функций систем и межпарциальных связей. 

4. Рассмотрены характеристики задачи оценки ди-
намических состояния систем, возникающих при вве-
дении дополнительных динамических связей; детали-
зированы представления о приведѐнных динамических 
жесткостях; предложена методика их определения. 

5. Получены аналитические результаты, отобража-
ющие возможности изменения динамических состоя-
ний систем при использовании эффектов связности 
действия силовых факторов, что позволяет существен-
ным образом влиять на процессы изменения динамиче-
ских свойств систем. 

6. Предложена методика определения динамиче-
ских реакций и соответствующих передаточных   
функций. 
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