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Рассматриваются актуальные вопросы развития методологических позиций системного анализа в приложении к задачам 

динамики технических объектов транспортного и технологического назначения. Цель исследования — разработка метода 

структурного математического моделирования в задачах динамики объектов, отображаемых расчетными схемами в виде 

механических колебательных систем с сосредоточенными параметрами. Исследования построены на использовании методо-

логии теории систем, системного анализа и теории автоматического управления. Предложена и разработана технология 

построения структурных математических моделей в виде структурных схем эквивалентных в динамическом отношении 

систем автоматического управления. Предложены способы введения в структуру математических моделей дополнительных 

связей, реализуемых упругими элементами в виде пружин и массоинерционных связей, создаваемых устройствами для преоб-

разования движения в виде простых механизмов, в данном случае винтовых не самотормозящихся устройств. Показано, что 

введение дополнительных связей отображается соответствующими изменениями приведенных жесткостей системы и ее 

динамических свойств. Рассмотрены специфические режимы в механических колебательных системах, создаваемые введени-

ем дополнительных связей (дополнительные режимы динамического гашения колебания, развязка межпарциальных взаимо-

действий). Представлены результаты исследований о возможности коррекции и формирования динамических состояний 

колебательных структур при действии двух связанных функционально между собой силовых факторов, обеспечивающих ре-

жимы вынужденных движений системы. Приводятся результаты вычислительного моделирования. В работе используется 

аналитический аппарат теории цепей и теории автоматического управления. Предложены новые подходы в оценке состоя-

ния технических объектов при вибрационных нагружениях через рассмотрение динамических реакций связей в характерных 

точках объектов. 

 

Ключевые слова: структурная схема, передаточная функция; динамическая связь; приведенная динамическая жесткость; 

динамическая реакция; связность силовых воздействий; динамические режимы. 
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Topical issues of development of methodological positions of system analysis are considered as applied to the problems of dynamics 

of technical objects of transport and technological purposes. The purpose of the research is to develop a method of structural mathemat-

ical modeling in problems of the dynamics of objects displayed by design schemes as mechanical oscillatory systems with lumped pa-

rameters. The research is based on the use of systems theory methodology, systems analysis and automatic control theory. The technol-

ogy of constructing structural mathematical models in the form of structural diagrams of dynamically equivalent automatic control 

systems has been offered and developed. Methods for introducing additional links into the structure of mathematical models, created by 
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elastic elements in the form of springs and mass-inertial links, implemented by devices for transforming motion in the form of simple 

mechanisms, in this case, non-self-braking screw devices, are proposed. It is shown that the introduction of additional constraints is 

reflected by the corresponding changes in the reduced rigidity of the system and its dynamic properties. Specific modes in mechanical 

vibrational systems created by introducing additional constraints (additional modes of dynamic vibration damping, decoupling of in-

terpartial interactions) are considered. The paper presents the results of studies on the possibility of correction and formation of dynam-

ic conditions of vibrational structures under the action of two functionally interconnected force factors that provide modes of forced 

movements of the system. The results of computational modeling are presented. The work uses the analytical apparatus of the theory of 

circuits and the theory of automatic control. New approaches are proposed in assessing the condition of technical objects under vibra-

tion loads through consideration of the dynamic reactions of bonds at characteristic points of objects. 

 

Keywords: structural scheme; transfer function; dynamical tie; generalized dynamical stiffness; dynamical reaction; connectivity of 

force impacts; dynamical regimes. 

 

Введение. Формы динамических взаимодействий 

элементов. Разработка и создание транспортных и 

технологических машин, работающих в условиях ин-

тенсивных нагрузок на узлы, агрегаты, приборы и ап-

паратуру, требует достаточно сложных и детализиро-

ванных предварительных исследований и оценок. Ос-

новой современных методологических подходов в ре-

шении задач динамики технических объектов, рассмат-

риваемых в виде механических колебательных систем, 

содержащих источники энергии и управляемые эле-

менты, использующие данные систем обработки ин-

формации об особенностях динамических состояний, в 

значительной мере является аналитический аппарат 

теории систем, системного анализа и теории автомати-

ческого управления, что нашло отражение в работах 

отечественных ученых [1–5]. 

Технические объекты современных производствен-

ных систем отличаются большим разнообразием; вни-

мание к вопросам повышения производительности ма-

шин, обеспечения надежности и безопасности их рабо-

ты стимулирует развитие научно-технического базиса 

современных направлений в машиноведении, теории 

автоматического управления, мехатронике и ее различ-

ных приложениях. 

Современная динамика машин, в силу определен-

ной специфики, связанной с разнообразием техниче-

ских объектов, условий их функционирования, требо-

ваний реализации специфических режимов, может рас-

сматриваться как достаточно представительное множе-

ство задач, отражающих характерные особенности ра-

ботающих технических объектов (транспортные сред-

ства, вибростенды, вибрационные процессы транспор-

тирования и обработки сыпучих материалов, производ-

ство строительных конструкций и др.) [6–9]. 

Значительное место в направлениях повышения 

надежности, безопасности эксплуатации и улучшения 

динамического качества в последнее время приобрели 

работы, связанные с решением задач вибрационной 

защиты и виброизоляции машин, оборудования, аппа-

ратуры и приборов. В работах [10–14] нашли отраже-

ние результаты разработок и исследований, ориентиро-

ванных на расширение методологического базиса в 

решении задач динамики в рамках системных подходов 

и методов системного анализа. 

Принимая во внимание существующее разнообра-

зие условий работы технических объектов, их ис-

полнительных (рабочих) органов, а также возника-

ющие при этом динамические нагрузки внутренней и 

внешней природы, все же можно отметить, что в 

установившихся режимах многие технические объ-

екты совершают под действием динамических нагру-

зок малые колебания, что позволяет в формировании 

математических моделей ориентироваться на меха-

нические колебательные системы, обладающие ли-

нейными свойствами или приводимые к таковым 

[15–18]. Большое внимание вопросам динамики тех-

нологического вибрационного оборудования уделя-

ется в горнодобывающей промышленности и маши-

ностроении [18–23]. 

Проблемы динамики машин и оборудования, рабо-

тающих в условиях вибрационных воздействий, в зна-

чительной мере инициировали интерес к развитию си-

стемных методологических позиций, что стало основой 

развития и детализации использования методов струк-

турного математического моделирования, в рамках 

которого техническому объекту, имеющему расчетную 

схему в виде механической колебательной системы, 

сопоставляется эквивалентная структурная схема си-

стемы автоматического управления. Особенности та-

ких систем нашли отражение в работах [15–17]. 
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Рис. 1. Расчетные схемы технических объектов в ви-

де цепной системы (а) и в виде системы с рабочим 

органом (б) 
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В предлагаемой статье развивается методологиче-

ская системная основа отображения задач динамики 

технических объектов на базе использования структур-

ных математических моделей, позволяющих решать 

задачи оценки динамических состояний систем, в 

структуру которых входят дополнительные связи и 

силовые факторы для коррекции, настройки, формиро-

вания и управления динамическим состоянием исход-

ной системы. 

I. Некоторые общие положения 

На этапах оценки и исследования динамических 

возможностей создаваемых технических средств часто 

используются расчетные схемы в виде систем с двумя 

степенями свободы с сосредоточенными параметрами, 

как показано на рис. 1, а, б. 

Рабочий орган технологической машины цепного 

типа (см. рис. 1, а) обладает массой m2, связан тремя 

упругими элементами k1, k2, k3 и имеет промежуточный 

элемент массой m1. Движение системы рассматривается 

в координатах y1, y2, связанных с неподвижным базисом. 

Вибрационная технологическая машина с рабочим орга-

ном в виде твердого тела массой M и моментом инерции 

J (см. рис. 1, б) опирается на упругие элементы с жест-

костями k1, k2 и k3. Предполагается, что в системах (рис. 

1, а, б) действуют силовые факторы, которые создают 

вибрационной технологической машине определенное 

динамическое состояние. Силовые факторы Q1(t) и Q2(t) 

оказывают непосредственное воздействие по координа-

там y1 и y2. Предполагается, что силовые факторы отоб-

ражаются синфазными гармоническими функциями, а 

их амплитуды колебаний могут изменяться, создавая 

соответствующие эффекты связности нескольких одно-

временно работающих воздействий [5; 17]. 

Особенностью в рассматриваемых системах являет-

ся также введение в структуру системы дополнитель-

ных динамических связей. В механической колеба-

тельной системе цепного типа (рис. 1, а) дополнитель-

ная динамическая связь представлена устройством для 

преобразования движения (УПД), которое реализуется 

на основе винтового не самотормозящегося механизма 

с гайкой-маховиком, обладающей моментом инерции L 

(на рис. 1, а элемент обозначен условно в виде прямо-

угольника УПД). Вопросы, связанные с оценкой воз-

можностей устройств для преобразования движения 

(УПД), рассмотрены в работах [15; 18]. 

В механической колебательной системе на рис. 1, б, 

рассматриваемой также как расчетная схема вибро-

стенда с рабочим органом в виде твердого тела, обла-

дающего массой M и моментом инерции J; дополни-

тельная связь вводится на основе упругого элемента с 

жесткостью k3 (рис. 1, б); крепление упругого элемента 

расположено в точке B твердого тела; при этом рассто-

яние между т. В и т. О, которая представляет центр 

масс, определяется расстоянием (плечом) l0. 

II. Структурные математические модели. Отоб-

ражение особенностей свойств технических объектов 

1. Для построения структурных математических мо-

делей используются технологии, основанные на инте-

гральных преобразованиях Лапласа при нулевых нача-

льных условиях. Опуская промежуточные выкладки, 

связанные с построением выражений для кинетической 

и потенциальной энергий с последующим применением 

уравнения Лагранжа 2-го рода, запишем уравнения дви-

жения без детализации промежуточных выкладок для 

механической колебательной системы на рис. 1, а: 
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Рис. 2. Расчетная схема вибрационной технологической 

машины (рис. 1) 
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где p = jω — комплексная переменная (j = √–1); значок 

<–> над переменной обозначает ее изображение по 

Лапласу [15; 17]. 

Для механической колебательной системы на рис. 1, 

б система уравнений движения в операторной форме в 

координатах 1y  и 2y  имеет вид: 
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           (4) 

В уравнениях (3), (4) принят ряд соотношений, в ко-

торых использованы геометрические параметры, при-

веденные на рис. 1, б (l1, l2, l0):  

2 1
1 0 1 0

1 2 1 2 1 2

1
, , , , .

l l
a b c a a l c b b l c
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 (5)  

Подробности построения уравнений движения си-

стемы во временной области и операторной форме 

представлены в работах [5; 15; 17]. 

2. На основе уравнений (3), (4) в операторной форме 

для исходных расчетных схем на рис. 1, а и б могут 

быть построены структурные математические модели, 

которые приводятся на рис. 3, а, б. 
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Рис. 3. Структурные схемы вибрационных технологических машин по рис. 1, а и б 

Структурная схема на рис. 3, а, отображающая ди-

намические свойства исходной механической колеба-

тельной системы на рис. 1, а, обладает особенностями 

по сравнению с обычными системами, которые не 

имеют дополнительных связей. 

Во-первых, введение УПД с приведенной массой 

изменяет массоинерционные свойства парциальных 

блоков, изменяются значения парциальных частот, а 

также частот возможных режимов динамического га-

шения колебаний, в том числе и частот собственных 

колебаний. 

Введение динамической связи Lp2 изменяет струк-

туру системы в межпарциальных взаимодействиях, 

поскольку на частоте: 

2 2
1пер

k

L
                                      (6)         

системы могут работать в специфическом режиме, не 

взаимодействуя друг с другом. 

3. Можно отметить, что введение дополнительной 

связи может оказывать существенное влияние на фор-

мирование динамических состояний и оказывать влия-

ние на структуру самой системы, т. е. введение допол-

нительной связи обладает потенциалом структурных 

изменений. Однако такие выводы могут оказаться за-

висимыми от возможностей совместных действий си-

ловых факторов, обеспечивающих особенности движе-

ния системы в целом. 

Аналогичное влияние на изменение динамических 

свойств системы (рис. 1, б; 2, б) оказывает введение 

дополнительной инерционной связи в виде массоинер-

ционного элемента типа УПД [15]. 

На структурной схеме системы (рис. 2, б) происхо-

дят изменение межпарциальных связей; в частности, на 

частоте: 

2 3 1 1
2 2пар

k a b

Jc Mab



                    (7)                                                       

становится возможным разделение системы на несвя-

занные блоки.  

Введение дополнительных связей оказывает влия-

ние на значения парциальных частот, частот динамиче-

ского гашения и собственных колебаний. Как и в 

предыдущем случае (рис. 1, а и 2, а), связность внеш-

них силовых воздействий оказывает влияние, что будет 

рассмотрено ниже. 

III. Возможности структурных преобразований 

систем 

1. Структурная схема (рис. 2, а) может быть изме-

нена с учетом эквивалентных структурных преобразо-

ваний относительно объекта m2, динамическое состоя-

ние которого оценивается (рис. 3). 
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Рис. 3. Расчетная схема системы (рис. 1, а) в опера-

торной форме с учетом структурных преобразований 

локального типа 

Структурные образования из последовательно 

соединенных упругих элементов k1, k2 и массоинер-

ционного элемента m1, по существу, представляют 

собой механическую цепь, которая может быть 

«свернута» и представлена как некоторое звено 

усложненной формы, обладающее приведенными 

жесткостями. Подобного рода вопросы о приведен-

ных динамических жесткостях структурных образо-

ваний типа квазиэлементов (квазипружин, в частно-

сти) рассматривались в работах [11; 12]. 

2. Оценка совместного влияния силовых факторов 

имеет свои особенности. Структурная схема (рис. 2, а) 

может быть трансформирована относительно объекта 

для оценки его динамического состояния — массо-

инерционного элемента с массой m2 (рис. 4).  
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Рис. 4. Преобразованная структурная схема исходной 

системы (рис. 1, а) 

На преобразованной структурной схеме приведен-

ная динамическая жесткость отображается цепью от-

рицательной обратной связи относительно объекта m2 

выражением: 
2

1 2 3 1 2 3 2 3
2

1 1 2

( ) ( ) ( )
( )

( )
пр

m L p k k k k k k k
k p

m L p k k

    


  
. (8)                                                                         

Выражение для динамического смещения по коор-

динате 2y  при совместном действии двух внешних си-

ловых факторов 1Q  и 2Q  примет вид: 

2
2 1 1 2 1 2

2

( )
( )

( )

Q m L p k k Q k
y p

A p

    
  ,  (9)                      

где 
2 2 2

1 1 2 2 2 3 2( ) ( ) ( ) ( )A p m L p k k m L p k k k L           
   

 

является частотным характеристическим уравнением 

системы. 

Используя полученные выражения для приведенной 

жесткости и смещения по координате 2y , определим 

динамическую реакцию связей, действующую на эле-

мент в m2 в тт. А4, А5 (рис. 3) 
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3. При введении в рассмотрение коэффициента 

связности α, принимающего различные значения, усло-

вие связности между внешними возмущениями 1Q  и 

2Q  можно записать в виде: 

2 1Q Q  .                         (11) 

В этом случае (3) можно привести к виду переда-

точной функции, представляющей собой отношение 

реакции связи к внешнему воздействию: 

 

2

2
2 3 1 1 2

2
2 1 1 2

2
3 2 3 1 1 2 2

( )( ) (
( ) ...

( )

) ( )
... .

( )

m
k k m L p k kR

W p
Q m L p k k

k k k m L p k k k

A p

    
 

    
 

      
 





       (12) 

Выражение для определения динамической реакции 

в т. А6 примет вид: 

6 3 2( )AR k y p .                               (13) 

Вышеприведенные выкладки показывают, что для 

оценки динамических реакций в точках присоединения 

типовых элементов необходимо определение приве-

денных динамических жесткостей в выбранных точках 

и смещений, формируемых внешними возмущениями, 

с учетом их связности. Определение реакции в других 

точках системы возможно также с использованием ме-

тодики, изложенной в [12]. 

IV. Особенности формирования динамических 

свойств систем при введении динамических связей 

и изменении условий связности 

1. Приведенная динамическая жесткость, определя-

емая выражением (8), формируется структурным обра-

зованием и реализуется как обобщенная обратная от-

рицательная цепь в структурной модели механической 

колебательной системой, отражающей свойства техни-

ческого объекта в предположении, что его расчетная 

схема имеет вид линейной колебательной структуры с 

двумя степенями свободы. Приведенная динамическая 

жесткость зависит от частоты: при ω = 0 значение kпр 

определяется выражением: 

      1 2 3 2 3

1 2

( )
( )пр

k k k k k
k p

k k

 
 


.              (14)                                           

В свою очередь, при ω → ∞ kˊˊпр принимает значе-

ние: 

2 3( ) ( )прk p k k   .                       (15) 

На рис. 5 приведен график зависимости kпр(ω) при 

различных значениях параметров введенной в структу-

ру дополнительной массоинерционной динамической 

связи в виде УПД. В модельной задаче принимаются 

следующие параметры системы: m2 = 300 кг, m1 = 75 кг, 

k1 = 5·105 Н/м, k2 = 0.75·k1, L = 5, 20, 40, 80 кг, k3 = 5·105 

Н/м. 
|kпр(ω)|

ω

4

3

2

1

 
Рис. 5. Семейство зависимостей приведенной дина-

мической жесткости kпр(ω) от значений массо-

инерционных параметров L устройства для преобразова-

ния движения: 1 – L = 5, 2 – L = 20, 3 – L = 40, 4 – L = 80 

Из анализа графиков следует, что при определен-

ных частотах величина kпр(ω) может принимать беско-

нечно большие значения; вместе с тем при некоторых 

значениях частот приведенная динамическая жесткость 

kпр(ω) может «обнуляться», что формирует специфиче-

ские динамические режимы. Увеличение значений мас-

соинерционных параметров дополнительной связи L 

приводит к смещению графиков и их характерных то-

чек в область пониженных частот колебаний. 

2. Передаточная функция системы, приведенной на 

рис. 1, а и рис. 2, а, может быть определена по струк-
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турной схеме (рис. 4) или с использованием выражения 

(9), в котором учтено совместное действие силовых 

факторов 1Q  и 2Q , связанных через коэффициент α; 

таким образом: 
2

1 1 2 22
1

1

( ) (1 )
( )

( )

m L p k k ky
W p

Q A p

     
  

 
. (16) 

Используя параметры модельной задачи и прини-

мая, что α изменяется в пределах (–5, –2, –1, 0, 1, 2, 5), 

можно получить семейство амплитудно-частотных ха-

рактеристик W1(ω), приведенных на рис. 6. 

а) 

ω
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Рис. 6. Амплитудно-частотные характеристики смеще-

ния по координате 2y  в зависимости от частоты при W2 

различных значениях α: а) 1 – α = –5, 2 – α = –2, 3 –

 α = –1, 4 – α = 0; б) 1 – α = 0, 2 – α = 1, 3 – α = 2, 4 – α = 

5; в) смещение частоты динамического гашения коле-

бания: 1 – α = 5, 2 – α = 2, 3 – α = 1, 4 – α = 0; 5 – α = 1, 6 

– α = 2, 7 – α = 5 

Сравнительный анализ амплитудно-частотных ха-

рактеристик в зависимости от параметров связности 

совместного действия силовых факторов показывает, 

что вариации α могут существенно влиять на формы 

динамических состояний рабочего органа технического 

объекта (в данном случае элемент массой m2). При этом 

возможности варьирования свойствами динамических 

состояний могут быть распространены на значения 

частот динамического гашения колебаний. 

3. Важным направлением развития системных под-

ходов в оценке динамических состояний исследуемых 

систем является выделение понятий о динамических 

реакциях связей элементов в их точках соединения 

между собой, с инерционными звеньями (m1, m2) и 

опорными поверхностями. Динамическая реакция свя-

зи, как это следует из вышеприведенных результатов, 

может определяться как произведение динамического 

смещения на величину приведенной динамической 

жесткости системы в рассматриваемой точке. Переда-

точная функция реакции связи в точке контакта эле-

ментов с массоинерционным звеном m2 представлена 

выражением (12). В этом выражении учтено влияние 

связности действия силовых факторов через коэффи-

циент α. 

На рис. 7 приведено семейство амплитудно-частот-

ных характеристик («динамическая реакция связи – 

внешнее силовое воздействие») при параметрах задачи 

(рис. 7, а при α = 0, –1, –2, –5; рис. 7, б — α = 0, 1, 2, 5). 
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Рис. 7. Семейства амплитудно-частотных характери-

стик 
2

2

(ω)
mR

Q
 при различных значениях коэффициента 

связности внешних воздействий α: а) 1 – α = –5, 2 – α = 

–2, 3 – α = –1, 4 – α = 0;  б) 1 – α = 0, 2 – α = 1, 3 – α = 2, 

4 – α = 5 

Динамические реакции связей, как это рассматрива-

лось в работах [11; 12] могут использоваться как пара-

метры динамических состояний, а также как смещения 

или движения по выбранным координатам. Вместе с 

тем, амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) в 

таких подходах имеют свои особенности. Отметим, что 

резкое возрастание динамических реакций связей будет 

наблюдаться на частотах, близких к частотам соб-

ственных колебаний. Однако резонансные эффекты 

могут проявляться на парциальных частотах, в частно-

сти, в рассматриваемом случае на частоте: 

2 1 2
1

1

k k
n

m L





.                                  (17) 

При введении дополнительных связей, в том числе 

и связности силовых факторов возбуждения, динами-

ческое состояние будет характеризоваться специфиче-

ским режимом «обнуления» динамической реакции 

связи на частотах: 

2 1
10

1

k
n

m L



.                            (18) 



Системы. Методы. Технологии. С.В. Елисеев и др. Системный анализ в задачах… 2021 № 1 (49) с. 7-14 

 

13 

 

2 1 2
20

1

(1 )

( )

k k
n

m L

 




 


.                     (19) 

Эффект обнуления динамической реакции можно 

рассматривать как аналог режима динамического га-

шения колебаний, но в других параметрах состояния. 

Дальнейшая детализация системных представлений о 

свойствах механических колебательных систем с уче-

том связанности силовых факторов и введения допол-

нительных связей на примере механической колеба-

тельной системы с рабочим органом в виде твердого 

тела, обладающего массой M и моментом инерции J, 

рассматривается во 2-й части статьи. 

Заключение. По результатам исследований, кото-

рые представлены в 1-й части статьи, можно сделать 

следующее заключение: 

1. Динамические состояния технических и транс-

портных объектов, работающих в условиях интенсив-

ного вибрационного нагружения, формируются не 

только на основе изменения значений параметров со-

ставляющих элементов, но и на основе введения до-

полнительных массоинерционных (и других) связей, 

которые могут быть реализованы с помощью исполь-

зования различных механизмов (зубчатых, рычажных, 

винтовых не самотормозящихся устройств и др.). 

2. В решении задач динамики, ориентированных на 

поиск и разработку способов и средств вибрационной 

защиты и виброизоляции с выделением структурных 

математических моделей объектов, динамическое со-

стояние которых формируется, дополнительные связи 

входят в состав структурных образований в виде цепи 

отрицательной обратной связи, имеющей размерность 

жесткости. 

3. Структурное образование в цепи обратной отри-

цательной связи колебательной структуры обобщенно-

го вида может рассматриваться как звено, обладающее 

приведенной динамической жесткостью, которая зави-

сит от частоты внешнего воздействия. Такие элементы 

могут рассматриваться как квазиэлементы (квазипру-

жины или пружины с обобщенной жесткостью) и обла-

дают возможностями создавать специфические дина-

мические режимы, поскольку величина приведенной 

жесткости может принимать любое значение, от 0 до 

резонансных значений. 

4. Связность силовых факторов, формирующих до-

минирующее динамическое состояние механических 

колебательных систем, даже в простых вариантах (по-

стоянное значение коэффициента связности α) оказы-

вает существенное влияние на широкий спектр дина-

мических свойств систем. 

5. В качестве параметра динамического состояния, 

кроме обычных координат, могут использоваться ди-

намические реакции связей в точках соединения со-

ставляющих систему элементов между собой и объек-

том, динамическое состояние которого формируется. 

Предложено в качестве такого подхода использование 

передаточной функции «динамическая реакция – сило-

вое возмущение», получены аналитические соотноше-

ния, определяющие возможности создания специфиче-

ских динамических режимов; приводятся результаты 

численного моделирования с использованием стан-

дартных программных средств. 

Продолжение исследований представлено во второй 

части статьи. 
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