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Предлагается расширение методологического базиса системного анализа динамики механических колебательных струк-

тур на основе частотных функций и функций демпфирования, аргументом которых является коэффициент связности форм 

движений массоинерционных элементов. Коэффициент связности отражает рычажную связь параметров обобщенных ко-

ординат. Для построения частотной функции и функции демпфирования используются механические колебательные систе-

мы, совершающие движения в фазе безопорного движения, образованные двумя массоинерционными элементами, соединен-

ными пружиной с учетом вязкого трения. Целью исследования является разработка метода построения частотных функций 

и функций демпфирования для системной оценки динамических и структурных свойств механических колебательных струк-

тур. Метод построения частотных функций и функций демпфирования основан на введении коэффициента связности форм 

движений и использовании энергетического соотношения, связывающего кинетическую, потенциальную энергию и значения 

функции рассеяния энергии. Математические модели строятся на основе формализма Лагранжа, матричных методов, эле-

ментов теории функций комплексной переменной. Для определения форм частотных функций и функций демпфирования се-

мейств механических колебательных систем используется параметризующая функция. Для механических колебательных си-

стем, не связанных с опорными поверхностями, проведена графоаналитическая оценка экстремальных свойств частотных 

функций и функций демпфирования. Показана возможность существования четырех экстремальных значений у частотных 

функций. Предложен топологический критерий классификации форм графиков частотных функций и функций демпфирова-

ния, соответствующих механическим колебательным системам рассматриваемого семейства. Разработанный метод по-

строения частотных функций и функций демпфирования может быть использован для отображения динамических особен-

ностей механических колебательных систем, включающих в свой состав устройства для преобразования движений. 

 

Ключевые слова: механическая система; динамические связи; частотная функция; функция демпфирования; связность 

движений; экстремальные свойства; колебание; вязкое трение. 
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It is proposed to expand the methodological basis of the system analysis of the dynamics of mechanical vibrational structures based 

on frequency and damping functions. The argument of the functions is the coefficient of connectivity of the forms of motion of mass-

inertial elements. The connectivity coefficient reflects the linkage of the parameters of the generalized coordinates. To construct the 

frequency function and the damping function, mechanical oscillatory systems are used that move in the phase of unsupported motion, 

formed by two mass-inertial elements connected by a spring, taking into account viscous friction. The aim of the study is to develop a 

method for constructing frequency functions and damping functions for a systematic assessment of the dynamic and structural proper-

ties of mechanical vibrational structures. The method of constructing the frequency functions and damping functions is based on the 

introduction of the connectivity coefficient of the forms of motion and the use of the energy ratio connecting the kinetic, potential energy 

and the values of the energy dissipation function. Mathematical models are built on the basis of the Lagrange formalism, matrix meth-

ods, elements of the theory of functions of a complex variable. To determine the forms of frequency functions and damping functions of 

families of mechanical oscillatory systems, a parameterizing function is used. For mechanical oscillatory systems that are not associat-

ed with support surfaces, a graph-analytical assessment of the extreme properties of the constructed frequency functions and damping 

functions is carried out. The possibility of the existence of four extreme values for frequency functions is shown. A topological criterion 

for classifying the shapes of the graphs of frequency functions and damping functions corresponding to mechanical oscillatory systems 

of the family under consideration is proposed. The developed method for constructing frequency functions and damping functions can be 

used to display the dynamic features of mechanical oscillatory systems, which include devices for transforming movements. 
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Введение. Технические объекты, находящиеся под 

действием интенсивных вибрационных нагружений, 

характерны для транспортных отраслей, отраслей про-

мышленности, в частности, машиностроения, металло-

обработки и др. [1–3]. Разнообразие динамических эф-

фектов, реализуемых технологическими вибрационны-

ми процессами и машинами, инициирует поиск соот-

ветствующих методов математического моделирова-

ния, которые отражают наиболее существенные осо-

бенности технических систем, подверженных периоди-

ческим воздействиям [4–10]. Усложнение как самих 

технических систем, так и методов контроля за их ди-

намическим состоянием, по существу, предопределяет 

поиск новых системных подходов, связанных с оцен-

кой динамических состояний технических объектов 

[11–13]. 

Применение в инженерной практике механических 

колебательных систем в качестве расчетных схем для 

оценки динамических свойств технических объектов, 

работающих в условиях интенсивных вибрационных 

взаимодействий, получило широкое распространение 

[14–16]. К числу наиболее известных подходов к оцен-

ке динамических свойств механических колебательных 

систем можно отнести методы на основе энергетиче-

ских соотношений [17–18]. В свою очередь, подходы 

использования экстремальных свойств отношения по-

тенциальной энергии к кинетической получили разви-

тие в понятии частотной энергетической функции ар-

гумента коэффициента связности форм движений эле-

ментов механических колебательных систем, применя-

емом для детализации представлений об особенностях 

динамики механических колебательных систем [19]. 

Вместе с тем, методы оценки динамических свойств 

механических колебательных систем с учетом сил вяз-

кого трения на основе частотной функции требуют по-

дробного рассмотрения, что связано, в частности, с 

тем, что для систем с вязким трением характер движе-

ния становится более сложным [20]. 

Предлагаемая работа посвящена развитию методов 

оценки свойств механических колебательных систем с 

вязким трением с помощью частотной функции и 

функции демпфирования, отражающих в экстремаль-

ных значениях существенные динамические характе-

ристики системы. 

I. Некоторые исходные положения. Постановка 

задачи. Рассматривается механическая упруго-дисси-

пативная система с двумя степенями свободы. Прин-

ципиальная схема системы представлена на рис. 1. 

Предполагается, что система совершает свободные 

движения под действием начальных условий. 
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1y 2y

1b 2b0b

 

Рис. 1. Механическая колебательная система с учетом 

вязкого трения 

В качестве обобщенных координат 1y , 2y  выбраны 

смещения массоинерционных элементов 1m , 2m  отно-

сительно положений статического равновесия. Кинети-

ческая энергия T , потенциальная энергия   и функ-

ция рассеяния F  имеют вид:  
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Система уравнений Лагранжа 2-го рода для функ-

ций (1) – (3) принимает вид: 
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Формы свободных движений, совершаемые систе-

мой (4), в общем случае определяются характеристиче-

скими числами с учетом их кратности. В случае про-

стых корней решение )(11 tyy  , )(21 tyy   системы (4) 

может быть найдено в виде: 
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начальных смещений;  jp   — комплексный па-

раметр, характеризующий форму движений; t — пере-

менная времени. Полагается, что начальные условия 

согласованы с видом искомого решения (5): 

Yy
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Задача заключается в разработке метода оценки ди-

намических свойств механических колебательных си-

стем с учетом сил вязкого трения на основе свойств 

частотной функции и функции демпфирования. 

II. Определение частотной функции и функции 

диссипации на основе энергетического соотноше-

ния. Система (4) в обозначениях (5) имеет вид: 
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Рассмотрим матрицы A, B, C: 
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В обозначениях (8) система (4) может быть пред-

ставлена в виде:  

0)( 2  YCpBAp


.                   (9) 

Умножим равенство (9) скалярно на вектор Y


: 
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.          (10) 

После подстановки  jp   (10) примет вид 

энергетического отношения: 
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Введем в рассмотрение коэффициент  , отражаю-

щий рычажный характер связи между обобщенными 

координатам системы: 

12 YY  .                         (12) 

Вектор Y


 может быть представлен в виде: 
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1
. После подстановки (13) выражение (11) 

принимает вид комплексного выражения: 
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где 
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,BB   — 

вещественные функции аргумента коэффициента связ-

ности форм  . Равенство (14) может быть представле-

но в виде двух выражений для мнимой и комплексной 

частей: 
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Система (15) рассматривается как форма определе-

ния вещественной частотной функции )(  и веще-

ственной функции демпфирования )(  аргумента  . 

Особенности решения системы (15), в частности, коли-

чество независимых решений, определяются корнями 

квадратного уравнения 02    CBA , дискрими-

нант  CAB 4
2
  которого может интерпретирован как 

база для оценки особенностей сил трения в системе.  

При условии «малости» сил трения: 
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При выполнении (16) для решения (17) справедливо 

равенство: 
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При условии «больших» сил вязкого трения:  
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Вместе с тем, для компонент )(1  , )(2   выпол-

нено:  
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Конкретные аналитические выражения частотной 

функции, функции демпфирования определяются па-

раметрами. 

III. Частотные функции и функции демпфирова-

ния механических систем. Рассматривается механи-

ческая система, представленная на рис. 1. Значения 

величин A , B , C определяются выражениями: 
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Для «малых» сил вязкого трения частотная функция 

)(2   и функция демпфирования )( принимают 

вид: 

































2
21

100
2

20

2

2
21

100
2

20

2
21

100
2

202

2)(

2

1
)(

)
2)(

2

1
(

2)(
)(















mm

bbbbb

mm

bbbbb

mm

kkkkk

.  (26) 

При «больших» силах вязкого трения частотная 

функция )(2   и функция демпфирования )( при-

нимают вид: 
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Система (27) определяет функцию демпфирования 

как двузначную функцию, сопоставляющую коэффи-

циенту связности форм   два значения, )(1   и 
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)(2  . Выбор конкретных значений массоинерцион-

ных коэффициентов, коэффициентов жесткости и ко-

эффициентов сил вязкого трения определяет экстре-

мальные значения частотной функции 
2  и функции 

демпфирования )( . 

IV. Экстремальные формы частотных функций 

и функций демпфирования для систем, не связан-

ных с опорными поверхностями, в зависимости от 

параметризующей функции. Для оценки экстремаль-

ных свойств частотной функции и функции демпфиро-

вания рассматривается семейство систем с параметра-

ми 0,0 21  bb , 0,0 21  kk . Принципиальная схема 

механической системы представлена на рис. 2. Суще-

ственной особенностью рассматриваемой системы яв-

ляется отсутствие связи массоинерционных элементов 

с опорными поверхностями, при условии, что массо-

инерционные элементы связаны между собой упругим 

элементов и демпфером. Такую систему будем назы-

вать «диадой».  
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Рис. 2. Диада, не взаимодействующая с опорными 

поверхностями 
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В свою очередь, равенство (31) может быть исполь-

зовано для выбора области «малых» и «больших» сил 

вязкого трения для коэффициента связности форм 

движения . На рис. 3 представлен график функции ,

)(00 bb  заданной выражением (31).  

 
Рис. 3. Область коэффициентов вязкого малого трения 

в зависимости от коэффициента формы связности 
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Вместе с тем, условие «малых» сил трения может 

быть преобразовано к неравенству: 
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mm
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ющая размерность массы, зависит от коэффициента   

и называется параметризующей функцией. 

Такая форма представления позволяет в зависимо-

сти от величины 0  определить критические значения 

коэффициентов связности форм, разделяющих области 

«малых» и «больших» сил трения.  

На рис. 4 изображена параметризующая функция 

)(M , для которой корни уравнения 0)(  M  опре-

деляют границы интервалов выполнения условий ма-

лых сил трения.  

На интервалах  , где выполнены условия «малых» 

сил трений, частотная функция и функция демпфиро-

вания имеют вид:  
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Частотная функция (34) имеет локальные экстрему-

мы 2
1 , 2

2 в точках 1 , 2 : 

11 , 02
1  ;                                 (35) 
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Вместе с тем, при условии 
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  форми-

руются две дополнительные критические точки 3 , 4

, в которых производная квадрата частотной функции 

обращается в ноль 0))(( 2  , а частотная функция 

достигает значения 00 bk : 
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При условии «больших» сил трения частотная 

функция равна нулю, функция демпфирования прини-

мает два значения:  
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Рис. 4. Параметризующая функция 

В частности, непрерывное изменение параметра 0  

от нуля определяет варианты промежутков коэффици-

ентов связности форм  .  

1. На интервале 
21

21
00

mm

mm


   условия «малости» 

сил трения выполняются для всех вещественных коэф-

фициентов связности форм  .  

2. На интервале 
21
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mm
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   условия «мало-

сти» сил трения нарушаются на интервале )..( 21  , 
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3. Если 20 m , то условие реализации «малости» 

сил трения нарушается на интервале )...( 0  , где 

2

12
0

2m

mm 
 . 

4. На интервале 20 m   условия реализации 

«малости» сил трения нарушаются на интервале 
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На рис. 5 и 6 представлены графики семейства ча-

стотных функций и функций демпфирования для пара-

метра 0  при выполнении условий: 

21

21
0
2

1
0

mm

mm


  .                      (40) 

Форма частотной функции с двумя экстремумами. 

На рис. 7 и 8 представлены графики семейства ча-

стотных функций и функций демпфирования при вы-

полнении условий:  

21

21
0

21

21

2

1

mm

mm

mm

mm





  .              (41) 

Форма частотной функции с четырьмя локаль-

ными экстремумами. Частотная функция имеет четы-

ре локальных экстремума, два из которых равны меж-

ду собою и составляют величину 00 bk , а другие два 

равны нулю и частоте собственных колебаний соот-

ветственно. 

 
Рис. 5. Частотная функция 30 k , 31 m , 42 m , 

3...00 b , шаг 5.0h  

 

 
Рис. 6. Функция демпфирования. 30 k , 31 m , 

42 m , 3...00 b , шаг 5.0h  
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Рис. 7. Частотная функция.  30 k , 31 m , 42 m , 

6.4...2.30 b , шаг 2.0h  

 
Рис. 8. Функция демпфирования 30 k , 31 m , 

42 m , 6.4...2.30 b , шаг 2.0h  

V. Топологические особенности характерных 

графиков частотной функции и функции демпфи-

рования. 

1. 
21

21
00

mm

mm


  . Рассматривается пример 

1.00  . В этом случае для любого коэффициента 

формы )..(   выполнены условия «малости» сил 

трения. На рис. 9 и 10 представлены частотная функция 

)(2   и функция затухания )( для механической 

системы с параметрами 1b , 31 m , 42 m , 30 k . 

Корни уравнения, представляющего собой равенство 

нулю определителя: 

02  CBpAp                      (42) 

составляют iii jp   , 4..1i , где вещественные 

части 01  , 02  , 29.03  , 29.03  , ком-

плексные части 01  , 02  , 29.13  , 29.14  . 

На рис. 9 частотная функция достигает экстремальных 

значений, равных квадратам частот 67.1
2
2   и 

0
2
1   в точках 75.0*1   и 1*2   соответственно. 

На рис. 10 функция демпфирования достигает экстре-

мальных значений, которые составляют 29.03   и 

01   в точках 75.0*1   и 1*2  . 

 
Рис. 9. Частотная функция. (1) и (2) — экстремальные уровни 

 
Рис. 10. Функция демпфирования. (1) и (2) — экстре-

мальные уровни 

2. 
21

21
02

mm

mm
m


  . Рассматриваются параметры 

50 b , 08.20   Условие малости сил трения нару-

шаются на интервале )..( 21   , где  25.01  , 

93.12  . Для параметров  50 b , 31 m , 42 m ,

30 k  корни уравнения (42) имеют вещественные ча-

сти 01  , 02  , 85.03  , 07.24   и мнимые 

части 01  , 02  , 03  , 04  . Соответствую-

щие частотная функция и функция затухания приведе-

ны на рис. 11 и 12. На интервале ),( 21   частотная 

функция равна нулю. В свою очередь, функция демп-

фирования в интервале ),( 21   двузначна и достигает 

одновременно двух экстремальных  значений в точке 

*1 , которые составляют 85.03   и 07.22  . В 

области ),(),( 21    функция демпфирования 

однозначна и имеет один локальный экстремум  01 

в точке *2 .  

 
Рис. 11. Частотная функция. (1) — экстремальный уровень 
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Рис. 12. Функция демпфирования. (1), (2), (3) — экс-

тремальные уровни 

3. 20 m . Пусть 93.60 b , 40  . Условия реа-

лизации малости сил трения нарушаются на интервале 

),( 1  , где 125.01  . Для параметров  

93.60 b , 31 m , 42 m , 30 k  корни уравнения 

(42) имеют вещественные 01  , 02  , 49.03  , 

54.34   и мнимые части 01  , 02  , 03  , 

04  . Соответствующие частотная функция и функ-

ция затухания приведены на рис. 13 и 14. На интервале 

),( 1  частотная функция равна нулю. В свою оче-

редь, функция затухания в интервале ),( 1  дву-

значна и достигает одновременно двух экстремальных 

значений в точке *1 , которые составляют 

49.03  , 54.34  . В области ),( 1   функция 

демпфирования однозначна и имеет один локальный 

экстремум 01  в точке *2 .  

 
Рис. 13. Частотная функция. (1) — экстремальный уровень. 

 
Рис. 14. Функция демпфирования: (1), (2), (3) — экс-

тремальные уровни 

4. 20 m . Пусть 120 b , 120  . Условия реа-

лизации малости колебаний нарушаются на интервале 

),(),( 21   , где 44.01  , 56.21  . Для 

параметров  120 b , 31 m , 42 m , 30 k  корни 

уравнения (42) имеют соответствующие вещественные 

01  , 02  , 26.03  , 74.64   и мнимые 

части 01  , 02  , 03  , 04  . Соответству-

ющие частотная функция и функция демпфирования 

приведены на рис. 15 и 16.  

 
Рис. 15. Частотная функция. (1) — экстремальный уровень 

 
Рис. 16. Функция демпфирования. (1), (2), (3) — экс-

тремальные уровни 

На интервале ),(),( 21    частотная функция 

равна нулю. В свою очередь, функция затухания в ин-

тервале ),( 21   однозначна и достигает одного экс-

тремального значения в точке *2 , которые составля-

ют 01  . В области ),( 1  функция затухания 

двузначна и достигает одновременно двух экстремаль-

ных значений 26.03  , 74.64   в точке *1 .  

В области ),( 2   функция двузначна, но внутренних 

экстремумов не имеет. 

5. На рис. 17 и 18 представлены вырожденные слу-

чаи, когда 500 b , 2080  . Для параметров  500 b

, 31 m , 42 m , 30 k  корни уравнения (42) имеют 

соответствующие вещественные 01  , 02  , 

06.03  , 10.294   и мнимые части 01  , 

02  , 03  , 04  .  
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Рис. 17. Частотная функция.  (1) — экстремальный уровень 

 

 
Рис. 18. Функция демпфирования. (1), (2), (3) — экс-

тремальные уровни 
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)(б )( г )(д )(е
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)(с )(т )(у )(ф )(х
 

Рис. 19. Особенности частотных функций и функций демпфирования: а — график параметризующей функции; б–е — 

пиктограммы частотных функций м–р; ж–л — пиктограммы функций демпфирования с–х; м–р — графики частотных 

функций; с–х — графики функций демпфирования 
 

Таким образом, частотная функция )(2   и функ-

ции демпфирования )( , существенным образом за-

висят от выполнения условия «малости» сил трения, 

которые разделяют области определения соответству-

ющих функций на специальные множества коэффици-

ентов форм. 

Представленные пиктограммы на рис. 19 (б) – (л), 

сопоставленные графикам функций на рис. 19 (м) – (х), 

отражают топологические особенности графиков ча-

стотной функции и функции демпфирования, в частно-

сти, в виде одной непрерывной гладкой кривой с един-

ственным нулевым значением, наличия точек раздваи-

вания одной кривой на две, двух не пересекающихся 

кривых или «кольца», касания графика граничной точ-

ки области (равенство функции нулю в точке или на 

интервале) и др. 

Таким образом, формы частотной функции и функ-

ции демпфирования, в частности, экстремальные зна-

чения, нулевые значения, определяются особенностями 

собственных частот и диссипативных коэффициентов 

форм движений механической колебательной системы, 

образованной двумя массоинерционными элементами, 

соединенными пружиной с учетом сил вязкого трения. 

Заключение. В качестве результатов исследований 

особенностей частотных функций и функций демпфи-

рования для механических колебательных систем, об-

разованных двумя массоинерционными элементами, 

соединенными пружиной, с учетом сил вязкого трения, 

можно сделать ряд выводов. 

1. Разработан метод построения частотной функции 

и функции демпфирования аргумента коэффициента 

связности форм движений. На основе разработанного 
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метода показано, что формы графиков частотной 

функции и функции демпфирования отражают в своих 

экстремальных значениях собственные частоты и дис-

сипативные коэффициенты движений механических 

колебательных систем с учетом сил вязкого трения. В 

частности, для механических колебательных систем, 

образованных двумя массоинерционными элементами, 

соединенными пружиной, с учетом сил вязкого трения, 

частотная функция и функция демпфирования имеют 

нулевые экстремальные значения, что соответствует 

существованию одной нулевой собственной частоты 

колебания. 

2. Показано, что частотная функция и функции 

демпфирования аргумента коэффициента связности 

форм движения могут быть представлены в двух видах, 

а именно для «малых» и «больших» сил вязкого трения 

соответственно. В частности, для «малых» сил вязкого 

трения частотная функция принимает положительные 

значения, а функция демпфирования имеет одну отри-

цательную компоненту, вместе с тем, для «больших» 

сил вязкого трения частотная функция принимает ну-

левые значения, а функция демпфирования имеет две 

отрицательные компоненты. 

3. Показано, что форма частотной функции и функ-

ции демпфирования аргумента коэффициента связно-

сти форм движений определяется параметрами меха-

нической колебательной системы. Для определения 

вариантов форм частотных функций и функций демп-

фирования, соответствующих семейству механических 

систем заданной структуры, предложен метод парамет-

ризующей функции, сопоставляющий параметрами 

системы формы частотной функций и функций демп-

фирования, обладающих топологическими особенно-

стями, представляющими собой критерий классифика-

ции механических колебательных систем. 

4. Показано, что формы частотных функций и 

функций демпфирования, сопоставленные семейству 

механических колебательных систем из двух массо-

инерционных элементов, соединенных упругим эле-

ментом с учетом сил вязкого трения, определяются 

наличием одного ненулевого и одного нулевого экс-

тремального значения, что соответствует одной нену-

левой и одной нулевой частоте собственных колебаний 

исходной системы. Вместе с тем, существуют такие 

механические колебательные системы заданной струк-

туры, что соответствующие им частотные функции и 

функции демпфирования для двух различных дополни-

тельных коэффициентов связности форм движения 

имеют два совпадающих между собой и отличных от 

остальных экстремальных значения. 

5. Разработанный метод построения частотных 

функций и функций демпфирования может быть обоб-

щен на механические колебательные системы, вклю-

чающие в свой состав устройства для преобразования 

движений.
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