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Рассматриваются возможности преобразования на основе структурных методов механических колебательных систем 
цепного типа с целью выявления особенностей, возникающих в различных схемах расположения объекта, динамическое со-
стояние которого оценивается. Показано, что система с несколькими степенями свободы может быть приведена к виду, 
имеющему признаки системы с одной степенью свободы, что достигается путем исключения некоторых координат, а так-
же введением новых звеньев, обладающих специфическими особенностями. Представлено детализированное рассмотрение 
особенностей динамических свойств системы при одновременном действии двух функционально связанных факторов. Обсу-
ждаются новые динамические эффекты в динамических состояниях, характерных для вынужденных колебаний. Предлагает-
ся обобщенная форма структурных математических моделей механических колебательных систем при связанных внешних 
силовых возмущениях. Исследование возможности редукции вида структурной схемы линейной механической колебательной 
системы с двумя степенями свободы при одновременном действии двух внешних гармонических сил к виду структурной схемы 
системы с одной степенью свободы показало, что приведенная схема может быть представлена формой, образованной с 
помощью четырех звеньев. Приведение схемы к виду системы с одной степенью свободы обеспечивается возможностью при-
ведения всех сил к одному объекту и допущения о существовании линейной зависимости между приложенными силами. 
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The article deals with the possibility of transformation on the base of the structural methods of mechanical oscillation systems of the 
chain type. The article is aimed at identifying the features arising in different schemes of dynamically evaluated object orientation. It is 
shown that a system with multiple degrees of freedom can be reduced to the form having the features of the system with one degree of 
freedom. The result is achieved by eliminating some coordinates and the introduction of new blocks with special properties. The detailed 
consideration of the features of dynamical properties of the system under the simultaneous excitation of two functionally related factors 
is presented. New dynamic effects in the dynamic conditions characteristic of forced oscillations are discussed. Generalized structural 
mathematical models of mechanical oscillation systems under bound external force excitations are proposed. The research of the possi-
bility of reduction of a block diagram of a linear mechanical oscillatory system with two degrees of freedom under simultaneous action 
of two external harmonic forces to the form of the block diagram of the system with one degree of freedom showed that the scheme can 
be represented by a shape formed by means of four links. Adapting the schema to the system with one degree of freedom is provided by 
the possibility of bringing all the forces to one object and the assumption of the existence of a linear relationship between the applied 
forces. 

 
Keywords: structural mathematical model; quasi-elastic element; dynamic vibration damping; force excitations blocking. 

 
Введение 
Силовые взаимодействия элементов механических 

колебательных систем, при всем разнообразии задач 
динамики, проявляются чаще всего в том, что носят 
периодический характер. Формы динамических реак-

ций отличаются сложностью и зависят от многих фак-
торов, что отражено в работах последних лет [1–4]. 
Несмотря на достаточно детализированную систему 

представлений об особенностях свойств механических 
колебательных систем с линейными и нелинейными 
свойствами, аналитическое исследование систем, осо-
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бенно с несколькими степенями свободы и нескольки-
ми внешними возмущениями, связано с большими 
трудностями, что инициирует поиск и разработку мето-
дов упрощения математических моделей. Такие подхо-
ды развиваются в работах по математическому модели-
рованию, имеются практические приложения [5; 6]. 
Известность получили частные методы исследования, 
основанные на использовании аналитического аппарата 
теории цепей и теории автоматического управления [3; 
7; 8]. В ряде прикладных задач, в частности в задачах 
вибрационной защиты машин и оборудования, рас-
сматривается действие на объекты определенной сис-
темы вибрационных возмущений. При построении ма-
тематических моделей динамических взаимодействий 
вид внешних возмущений имеет, в ряде случаев, суще-
ственное значение. 
Учет особенностей нашел отражение в решении за-

дач виброизоляции объектов, вибрационной защиты и 
реализации специфических режимов динамических 
состояний технологических объектов [9–12]. В мень-
шей степени изучены особенности динамических 
взаимодействий элементов механических колебатель-

ных систем при совместном действии нескольких фак-
торов, хотя в ряде работ и имеется информация о спе-
цифике такого рода динамических состояний, напри-
мер, в работах [13–15]. Вместе с тем остается откры-
тым вопрос исследования возможностей и изучения 
систем сложной структуры на основе приведенных 
систем с одной степенью свободы. 
В предлагаемой статье представлен метод преобра-

зования математических моделей с возможностью сни-
жения (редукции) размерности механических колеба-
тельных систем, динамическое состояние которых оп-
ределяется совместными действиями нескольких 
внешних факторов, связанных между собой определен-
ными функциональными зависимостями. 

Общие положения и постановка задачи. Рассмат-
ривается линейная система из N последовательно со-
единенных массоинерционных элементов, совершаю-
щая малые колебания без трения под действием внеш-
них гармонических сил или кинематических возмуще-
ний со стороны опорных поверхностей, как показано на 
рис. 1. 
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Рис. 1. Расчетная схема цепной системы с N степенями свободы 

Каждому N соответствует определенная механиче-
ская цепная колебательная система из N материальных 
частиц с массами Nm ,1 ,.. NNm , ,

 
соединенными между 

собой, и с опорными поверхностями с помощью упру-
гих элементов с жесткостями Nk ,1 ,.. NNk ,1+ . Предпола-

гается, что к элементам с сосредоточенными массами 
приложены силы NQ ,1 ,.. NNQ , , а основания ( NZ ,1  

и 

NNZ ,1+ ) совершают гармонические колебания. В каче-

стве обобщенных координат выбраны смещения Ny ,1 ,..

NNy ,  сосредоточенных масс относительно точек стати-

ческого равновесия. В системе координат, связанной с 
неподвижным базисом, кинетическая и потенциальная 
энергия имеют вид:  
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Используется уравнение Лагранжа 2-го рода для N 
степеней свободы: 
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В дальнейшем рассматриваются две механические 
колебательные системы, т. е. N = 1, 2. 

1. Система с одной степенью свободы. Цепная сис-
тема вида, представленного на рис. 1, может быть по-
строена для произвольного N = 1, 2...Число N отражает 
количество степеней свободы. При составлении мате-
матической модели системы выбор координат обладает 
определенным произволом. С другой стороны, линей-
ная математическая модель с заданным количеством 
степеней свободы может быть преобразована к модели 
с меньшим количеством степеней свободы с помощью 
метода исключения определенных переменных. В этом 
смысле модель с одной степенью свободы приобретает 
форму рассмотрения как результат приведения исход-
ной математической модели с двумя (тремя и т. д.) сте-
пенями свободы не как начальный этап постепенного 
усложнения последовательности математических моде-
лей с увеличивающимся количеством степеней свобо-
ды, а как результат приведения модели с N степенями 
свободы к системе с одной степенью свободы. 
Если 1=N , то расчетная схема колебательной меха-

нической системы имеет вид в соответствии с рис. 2. 
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Рис. 2. Механическая колебательная система с одной степе-
нью свободы N = 1 

 

Уравнение Лагранжа 2-го рода (3) для системы с од-
ной степенью свободы принимает вид:  
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что после соответствующих преобразований позволяет 
получить уравнение движения: 
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Преобразование Лапласа выражения (5) в предпо-
ложении, что начальные условия равны нулю, дает: 
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Выражению (6) может быть сопоставлена структур-
ная схема (рис. 3) эквивалентной в динамическом от-
ношении системы автоматического управления [4; 11]. 

2
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−

Рис. 3. Структурная схема системы с одной степенью свобо-

ды: 1−ω=p  — комплексная переменная (знак >−<  со-
ответствует изображению по Лапласу) 

Внешними воздействиями или входными сигналами 

являются силовое 1,1Q  и кинематические возмущения

1,1Z и 1,2Z . Упругий элемент в контуре обратной связи 

1,21,1 kk + , звенья 1,1k , 1,2k , массоинерционное звено 
2
11,11 pm  являются элементами структурной схемы. 

Динамические свойства системы определяются пе-
редаточными функциями. 
Если в качестве внешнего возмущения рассматрива-

ется только силовое, т. е. 01,1 =Z , 01,2 =Z , то переда-

точная функция имеет вид: 
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Для кинематического возмущения, когда 01,1 =Q , 

возможно рассмотрение двух передаточных функций:  
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Амплитуда колебания определяется из амплитудно-
частотных характеристик путем подстановки 

11 −ω=p , где ω  — частота внешнего воздействия. 
Полюсом амплитудно-частотной характеристики явля-
ется собственная частота )1(

sobω : 
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Если полагать, что kk ji =, , mm ji =, , то частота 

принимает значение:  
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Наравне с системами с одной степенью свободы, 
рассматриваемыми как результат приведения, система-
ми с двумя и более степенями свободы, рассматривае-
мыми как предмет приведения, необходимо обозначить 
понятие парциальной системы и передаточной функции 
межпарциальных связей. Под парциальной понимается 
система с одной степенью свободы при условии, что 
все координаты системы, кроме выделенной, равны 
нулю. Отдельный интерес представляет передаточная 
функция межпарциальных связей, имеющая вид 

2,12,2
)2( YYW = , рассматриваемая при различных усло-

виях кинематического, силового или совместного воз-
мущения. Физический смысл передаточной функции 
межпарциальных связей отражается безразмерным ко-
эффициентом, характеризующим передаточное отно-
шение рычажных взаимодействий [13]. 

2. Система с двумя степенями свободы. N = 2. Рас-
сматривается система с двумя степенями свободы   
(рис. 4). 
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Рис. 4. Механическая колебательная система с двумя степе-
нями свободы N = 2 

Кинетическая и потенциальная энергия в данном 
случае имеют вид:  
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Используя уравнение Лагранжа 2-го рода для двух 
степеней свободы: 
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получим систему линейных уравнений вида: 
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После преобразования Лапласа система уравнений 
(15) примет вид: 
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Первому уравнению системы (16) соответствует 
структурная схема (рис. 5) эквивалентной в динамиче-
ском отношении системы автоматического управления. 
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Рис. 5. Структурная схема для механической колебательной 
системы с выделением парциального блока по первому  
уравнению (16) 

Второму уравнению (16) соответствует структурная 
схема, приведенная на рис. 6. 

2,3k2,3Z

2
22,2

1
pm

2,32,2 kk +

2,2Q 2,2Y

2,2k

2,1Y

−

 

Рис. 6. Структурная схема парциального блока по второму 
уравнению (16) 

«Соединение» структурных схем на рис. 5 и 6, соот-
ветствующих отдельным уравнениям системы (16), в 
структурную схему системы в целом представлено на 
рис. 7. 
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Рис. 7. Структурная схема, отражающая свойство системы в 
целом, при объединении парциальных блоков 

Внешними возмущениями или входными сигналами 
структурной схемы (рис. 7) являются внешние силовые 

2,1Q , 2,2Q  и кинематические воздействия 2,1Z и 1,3Z . 

Упругие элементы, образующие цепь обратной связи 

2,22,1 kk + , 2,32,2 kk + , упругие звенья с жесткостями 2,1k

, 2,2k , 2,3k , массоинерционные звенья 2
22,11 pm , 

2
22,21 pm  являются типовыми элементами; их состоя-

ние описывается обобщенными координатами 2,1Y , 2,2Y

. Динамические свойства системы определяются пере-
даточными функциями. 

1. При силовом возмущении передаточные функции 
системы имеют вид: 
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W = ( 02,1 =Q , 02,1 =Z , 02,3 =Z );        (19) 

2,2

2,2)2(

Q

Y
W = ( 02,1 =Q , 02,1 =Z , 02,3 =Z ).       (20) 

2. Для кинематического возмущения динамические 
свойства системы определяются передаточными функ-
циями: 

2,1

2,1)2(

Z

Y
W = ( 02,1 =Q , 02,2 =Q , 02,3 =Z );       (21) 

2,1

2,2)2(

Z

Y
W = ( 02,1 =Q , 02,2 =Q , 02,3 =Z );        (22) 
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2,3

2,1)2(

Z

Y
W = ( 02,1 =Q , 02,2 =Q , 02,1 =Z );         (23) 

2,3

2,2)2(

Z

Y
W = ( 02,1 =Q , 02,2 =Q , 02,1 =Z ).         (24) 

В структурных схемах, представленных на рис. 7, на-
шли отражение некоторые основные свойства рассматри-
ваемых механических систем. В частности, характерной 
является структура системы, состоящая из парциальных 
блоков, связанных между собой через соответствующие 
звенья, реализуемые пружинами с жесткостями jik , . В 

данном случае взаимодействия между парциальными 
системами являются упругими связями. Передаточные 
функции системы имеют разный физический смысл при 
разных силовых возмущениях.  
В частности, при силовом возмущении передаточ-

ные функции (17) – (20) отражают свойства динамиче-
ской податливости системы. Что касается кинематиче-
ского возмущения, то передаточные функции (21) – (24) 
отражают такое свойство системы, как динамическое, т. 
е. зависящее от частоты, изменение коэффициента пе-
редачи амплитуды колебания от основания к объекту. 

3. В случае одновременного приложения внешних 
сил и действия кинематического возмущения для по-
строения передаточной функции используется приве-
дение внешнего воздействия к эквивалентному силово-
му фактору либо к эквивалентному кинематическому 
возмущению со сторону опорных поверхностей. 
К примеру, пусть рассматривается случай внешнего 

силового возмущения. Передаточная функция для си-
лового возмущения имеет вид: 

2,1

2,1)2(

Q

Y
W f =  ( 02,2 =Q , 02,1 =Z , 02,3 =Z ).      (25) 

В случае внешнего кинематического возмущения 
передаточная функция имеет вид: 

2,1

2,1)2(

Z

Y
Wk =  ( 02,2 =Q , 02,1 =Q , 02,3 =Z ).     (26) 

4. В предположении, что между кинематическим и 
силовым воздействием реализуется зависимость 

2,12,12,1 QZk α= , внешнее воздействие может быть све-

дено к эквивалентному силовому 2,1)1( Qα+  или кине-

матическому воздействию 2,12,1 )1( Zk αα+ . В результа-

те передаточная функция совместного кинематического 
и силового воздействия после приведения будет иметь 
вид: 

1

)2()2(
)2(

+α
+α

=′ fk WW
W .                    (27) 

Задача исследования заключается в разработке тех-
нологии оценки динамических свойств системы с дву-
мя степенями свободы на основе приведенной к систе-
ме с одной степенью свободы структурной математиче-
ской модели. 

Структурные преобразования систем при сило-
вом возмущении. Рассматривается вариант, когда в 
системе реализуется только силовое возмущение, такое, 
что QQQQ === 1,12,22,1 , при этом 

02,32,11,21,1 ==== ZZZZ . Соответствующая структур-

ная схема системы с одной степенью свободы в предла-
гаемых обозначениях  представлена на рис. 8, где при-
нято QQ =1,1 . 

2
11,1

1
pm

1,21,1 kk +

1,1Q 1,1Y

 

Рис. 8. Структурная схема системы с одной степенью свобо-
ды при силовом возмущении 

Структурная схема системы с двумя степенями сво-
боды при условии реализации только силового возму-
щения представлена на рис. 9, где используются обо-

значения QQQ == 2,22,1 . 

2
22,1

1

pm

2,22,1 kk +

2,1Q 2,1Y

2,2k

2
22,2

1

pm

2,32,2 kk +

2,2Q
2,2Y

2,2k

−

−

 

Рис. 9. Структурная схема системы с двумя степенями свобо-
ды при одновременном силовом возмущении по двум входам 

Система уравнений движения по сравнению с (16) 
принимает вид: 







=++−

=−++

QYkkYkpYm

QYkYkkpYm

2,22,32,22,12,2
2
22,22,2

2,22,22,12,22,1
2
22,12,1

)(

)(
.      (28) 

Система уравнений (28) в результате преобразова-
ния на основе соотношений: 

2,32,2
2
22,2

2,12,2
2,2

kkpm

YkQ
Y

++
+

=                  (29) 

может быть представлена после исключения перемен-
ной в виде: 
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Q
kkpm

k
Q

Y
kkpm

k
kkpYm

2,32,2
2
22,2

2,2

2,1
2,32,2

2
22,2

2
2,2

2,22,1
2
22,12,1 )(

++
+=

=
++

−++
.  (30) 

Соответствующая структурная схема системы пред-
ставлена на рис. 10: 

2
22,1

1

pm

2,32,2
2
22,2

2
2,2

2,22,1 kkpm

k
kk

++
−+

Q 2,1Y

−

2,32,2
2
22,2

2,2

kkpm

k

++
Q

 

Рис. 10. Структурная схема системы с двумя степенями свободы при двух силовых возмущениях 

1. Если выделить в качестве объекта, динамическое 
состояние которого определяется, массоинерционный 
элемент 2,1m , то структурная схема на рис. 10 может 

быть преобразована к виду, как это представлено на 
рис. 11. 

2
22,1

1

pm

2,32,2
2
22,2

2
2,22,32,2

2
22,22,22,1 ))((

kkpm

kkkpmkk

++
−+++

2,1Y

−2,32,2
2
22,2

2,32,2
2
22,2 2

kkpm

kkpm

++
++Q

 
Рис. 11. Приведенная структурная схема системы с двумя степенями свободы в приведенном виде (с исключением координаты 2,2Y ) 

Таким образом, преобразованная структурная схема 
на рис. 11 имеет элементы, сходные с основными эле-
ментами структурной схемы (рис. 8) с одной степенью 
свободы: массоинерционное звено 2

22,11 pm ; упругий 

элемент, который может быть назван квазипружиной с 
жесткостью: 

2,32,2
2
22,2

2
2,22,32,2

2
22,22,22,1

2
)2( ))((

)(
kkpm

kkkpmkk
pK

++

−+++
=ΠΡ .   (31) 

Жесткость )( 2
)2( pKΠΡ  квазипружины зависит от час-

тоты 2ω  внешнего силового возмущения 122 −ω=p . 
В дополнение к обозначенным звеньям в приведен-

ной, или «редуцированной» схеме (рис. 11) в результате 

эквивалентного переноса приложенной силы Q  к массе 

2,2m
 
на массу 2,1m  образуется звено с передаточной 

функцией: 

2,32,2
2
22,2

2,32,2
2
22,2)2( 2

kkpm

kkpm
K

++
++

=ΒΛ .                  (32) 

Данное звено, передаточная функция которого (32) 
отображает безразмерную зависимость, может быть 
названо условно «блокиратором» с передаточным от-

ношением )2(
ΒΛK . Физический смысл такого «блокира-

тора» связан с проявлениями присущих механическим 
колебательным системам рычажных свойств [16]. 

2. Следует отметить, что контур обратной связи мо-
жет охватывать не только массоинерционный элемент 

2
22,11 pm , но и элемент 2

22,21 pm . Дополнительно «вы-

ходным сигналом» может служить не только амплитуда 

обобщенной координаты 2,1Y , но и 2,2Y . Учитывая, что 

отношение 2,12,2 YY  может быть найдено из равенства: 

2,22,32,22,12,2
2
22,22,2

2,22,22,12,22,1
2
22,12,1

)(

)(

YkkYkpYm

YkYkkpYm

++−=

=−++
 ,      (33) 

после преобразования выражения отношение 2,12,2 YY  

принимает вид: 

2,32,2
2
22,2

2,22,1
2
22,1

2,1

2,2

2

2

kkpm

kkpm

Y

Y

++
++

= .               (34) 

В результате структурная схема (рис. 11) может 
быть преобразована, как показано на рис. 12. 
Таким образом, обобщенный вариант редуцирован-

ной системы к системе с одной степенью свободы фор-

мируется из четырех блоков — 1a , 2a , 3a , 4a  (рис. 13). 
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2
22,1

1

pm

2,32,2
2
22,2

2
2,22,32,2

2
22,22,22,1 ))((

kkpm

kkkpmkk

++

−+++

2,2Y

−2,32,2
2
22,2

2,32,2
2
22,2 2

kkpm

kkpm

++

++Q

2,32,2
2
22,2

2,22,1
2
22,1

2

2

kkpm

kkpm

++

++

 

Рис. 12. Преобразованная структурная схема системы с двумя степенями свободы при силовом возмущении по двум входам 
 

−
1a 2a 3a

4a

1y 1x

 

Рис. 13. Форма структурной схемы: 1a  — «распределитель»; 2a  — «объект приведения», или массоинерционное звено; 
3a  

— 

«распределитель»; 
4a  — квазипружина 

Первое звено (блок), условно называемое «блокира-
тором», определяется параметрами приведения силы к 
выделенному объекту; второе звено (блок) характери-
зует объект, представленный массоинерционным эле-
ментом; третье звено (блок), характеризуется приве-
денным к заданной координате безразмерным коэффи-
циентом и условно может быть названо «распределите-
лем». Физический смысл такого «распределителя» за-
ключается в отражении передаточного отношения меж-
парциальной рычажной связи. Четвертое звено (блок) 
представляет собой квазипружину с жесткостью, зави-
сящей от частоты внешнего воздействия. 
В табл. 1 представлены значения передаточных 

функций звеньев структурных схем систем с одной и 

двумя степенями свободы, представленных в форме, 
отображенной на рис. 13. 
Таким образом, «приведение» структурной схемы 

системы с двумя степенями свободы к некоторой фор-
ме, изначально заданной системой с одной степенью 
свободы, определяет набор передаточных функций 
звеньев структурной схемы. 

3. Приведение сил без функциональной зависимости. 
На рис. 14 представлено преобразование структурной 
схемы, отражающее приведение приложенного силово-
го возмущения от элемента с сосредоточенной массы 

2,1m
 
к элементу с массой 2,1m ( QQQ == 2,22,1 , объект 

приведения) 2
22,21 pm . 

Таблица 1 

Соответствие содержания блоков структурной схемы фиксированной формы 
для систем с одной и двумя степенями свободы 

 Система с одной 
степенью свободы 

Система с двумя 
степенями свободы 

Условное название 
блока 

1y  
1,1Q  Q  «входной сигнал» 

1x  1,1Y  2,2Y  «выходной сигнал» 

1a  1 
2,32,2

2
22,2

2,32,2
2
22,2 )1(

kkpm

kkqpm

++
+++

 «блокиратор» 

2a  2
11,1

1

pm
 

2
22,1

1

pm
 «массоинерционный 

элемент», «объект» 

3a  1 
2,32,2

2
22,2

2,22,1
2
22,1

)1(

)1(

kkqpm

kqqkpqm

+++

+++
 квазипружина 

4a  1,21,1 kk +  
2,32,2

2
22,2

2
2,22,32,2

2
22,22,22,1 ))((

kkpm

kkkpmkk

++
−+++

 «распределитель» 
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На структурной схеме приведение силы отражено 
приложением к элементу с массой 2,2m

 
приведенной 

силы параллельно действующего силового фактора. 

Полученная структурная схема приводится к виду, где 
содержатся «блокиратор» и квазипружина в виде, пред-
ставленном на рис. 14. 

2
22,2

1

pm

)(

))((

2,22,1
2
22,1

2
2,22,22,1

2
22,12,32,2

kkpm

kkkpmkk

++
−+++

Q 2,2Y

−

2,22,1
2
22,1

2,2

kkpm

k

++
Q

 

Рис. 14. Структурная схема. Приведение силового фактора к объекту 

4. Приведение сил с функциональной зависимостью. 
Наличие функциональной связи между приложенными 
силами, выраженное в коэффициенте β , отражено на 

структурной схеме (рис. 16). С помощью исключения 

переменной 2,2Y  сила, приложенная к элементу с мас-

сой 2,2m , приводится к элементу с массой 2,1m . Резуль-

тат преобразования структурной схемы с приведенной 
силой представлен на рис. 17. 

2
22,2

1

pm

)(

))((

2,22,1
2
22,1

2
2,22,22,1

2
22,12,32,2

kkpm

kkkpmkk

++
−+++

2,2Y

−
2,22,1

2
22,1

2,22,1
2
22,1 2

kkpm

kkpm

++
++Q

 

Рис. 15. Структурная схема, приведенная к элементу 2,2m
 

Таким образом, приведение силы с элемента с мас-
сой 2,2m

 
к элементу с массой 2,1m  эквивалентно добав-

лению звена параллельно входному внешнему возму-
щению 1,1Q . Сложение параллельных силовых факто-

ров отображается звеном с передаточной функцией: 

2,32,2
2
22,2

2,32,2
2
22,2)2( )1(

kkpm

kkpm
W

++
+β++

=β .             (35) 

Пусть приложенные силы к различным сосредото-
ченным массам связаны между собой некоторой функ-
циональной зависимостью, т. е. задан параметр β : 

QQ =2,1 , QQ ⋅β=2,2 .                  (36) 

В этом случае система уравнений движения прини-
мает вид:  







β=++−

=−++

QYkkYkpYm

QYkYkkpYm

2,22,32,22,12,2
2
22,22,2

2,22,22,12,22,1
2
22,12,1

)(

)(
.     (37) 

Соответствующая структурная схема системы с 
двумя степенями свободы будет иметь вид, как показа-
но на рис. 16. 

2
22,1

1

pm

2,22,1 kk +

Q

2,1Y

2,2k

2
22,2

1

pm

2,32,2 kk +

2,2Y
2,2k

−

−
β

Q

 
Рис. 16. Структурная схема. Силы, приложенные к разным 
входам, функционально зависимы 

Выражение обобщенной координаты из системы 
уравнений определяется в виде: 

2,32,2
2
22,2

2,12,2
2,2

kkpm

YkQ
Y

++
+β

= .                (38) 
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Подстановка полученного выражения (38) в систему 
(37) приводит к следующей записи: 

Q
kkpm

YkQ
k

YkkpYm

=
++

+β
−

−++

2,32,2
2
22,2

2,12,2
2,2

2,12,22,1
2
22,12,1 )(

.             (39) 

или: 

Q
kkpm

k
Q

Y
kkpm

k
kkpYm

2,32,2
2
22,2

2,2

2,1
2,32,2

2
22,2

2
2,2

2,22,1
2
22,12,1 )(

++
β

+=

=
++

−++
. (40) 

Соответствующая структурная схема, представлен-
ная на рис. 17, в качестве основных элементов имеет 
«блокиратор», который в физическом смысле выполня-
ет функцию силового рычага, «объект приведения» или 
массоинерционный элемент и квазипружину — обоб-
щенный упругий элемент, жесткость которого зависит 
от частоты внешнего силового воздействия. 

Имея наглядное представление о передаточной 
функции «блокиратора» и явный аналитический вид, 
можно определить частоту динамического гашения 
выражением:  

β+
+

=
+β+

=ω
2,2

2,2

2,2

2,32,2

2,2

2,32,22 )1(

m

k

m

kk

m

kk
.       (41) 

При несовпадении с резонансом режим динамиче-
ского гашения может быть найден из условия: 

2,2

2,32,2

k

kk +
−>β .                       (42) 

Наличие функциональной связи между силами, 
приложенными к разным элементам с сосредоточен-
ными массами, может быть представлено эквивалент-
ным способом в виде специального звена. Таким обра-
зом, действие одновременно двух силовых факторов 
изменяет передаточную функцию системы. 

2
22,1

1

pm

2,32,2
2
22,2

2
2,2

2,22,1
kkpm

k
kk

++
−+

Q 2,1Y

−2,32,2
2
22,2

2,32,2
2
22,2 )1(

kkpm

kkpm

++

+β++

 

Рис. 17. Структурная схема. Приведение двух силовых факторов к одному 

Ключевым моментом преобразования структурной 
схемы является «объект» приведения сил. Таким «объ-
ектом» служит одна из масс механической колебатель-
ной системы. Выбор объекта приведения определяет 
характеристики приведенный структурной схемы. По-
сле выбора объекта приведения возможна постановка 
задачи на определение режимов, характеризующих ди-
намические особенности механической колебательной 
системы. 

Свойства элементов редуцированной схемы. 
Элементы редуцированной системы формируются в 
результате выбора объекта или нескольких объектов, 
приведения приложенных сил к выбранному набору 
объектов и формирования структурной схемы с резуль-
тирующим набором элементов и связи между ними. 
Под процедурой редуцирования системы с двумя и бо-
лее степенями свободы к системе с одной степенью 
свободы подразумевается аналитическая операция ис-
ключения переменных и отражение полученного ре-
зультата в виде структурной схемы. Преобразованная 
структурная схема, в свою очередь, определяется 
звеньями, которые характеризуются передаточными 
функцией и связями. Физический смысл преобразова-
ний заключается во введении в парциальную систему 
выбранного объекта, квазипружины, обладающей же-
сткостью, принимающей нулевые, бесконечные, отри-

цательные и положительные значения  в зависимости 
от частоты внешнего воздействия. 
Вместе с тем, наравне с введением в парциальную 

систему квазипружин, преобразование приводит к тому, 
что приведение силы 2,2Q , приложенной к  элементу 

2,2m , связано с формированием некоторого дополни-

тельного механизма преобразования силы (рычаг си-
лы). Данное звено или механизм, по существу, выпол-
няют функцию усиления при коэффициенте усиления, 
зависящем от частоты. В физическом плане усиление 
может реализоваться через механизм. Если 02,2 =m , 

тогда рычажный механизм будет иметь передаточное 
отношение, не зависящее от частоты. Это передаточное 
отношение определяется: 

2,32,2

2,32,22
K

kk

kk

+
+

=Π .                       (43) 

Особенностью работы «блокиратора» является то 
обстоятельство, что числитель на определенной частоте 
становится равным нулю. В этом случае движение по 
координате останавливается на частоте динамического 

гашения 2,22,32,2 )2( mkk +=ω . В то же время, при 

действии только одной силы в качестве частоты дина-
мического гашения служит частота  
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2,22,32,2 )( mkk +=ω . 

Каждое из звеньев редуцированной системы пред-
ставлено передаточной функцией, образованной числи-
телем и знаменателем, зависящими от частоты внешне-
го воздействия. Если частота внешнего воздействия 
равна нулю, то полагается, что система находится в 
состоянии покоя. 

1. Некоторые характеристики квазипружины. Ос-
новной характеристикой квазипружины служит переда-
точная функция: 

2,32,2
2
22,2

2
2,22,32,2

2
22,22,22,1

2
)2( ))((

)(
kkpm

kkkpmkk
pK

++
−+++

=ΠΡ .    (44) 

Если 0=ω , то 
2,32,2

2
2,2

2,22,1
)2(

kk

k
kkK

+
−+=ΠΡ . Если 

частота внешнего силового воздействия 

2,22,32,2 )( mkk +→ω , то жесткость пружины 

∞→ΠΡ
)2(K . Если частота внешнего силового воздейст-

вия возрастает, то есть ∞→ω , то 2,22,1
)2( kkK +→ΠΡ . 

2. Особенности свойств «блокиратора». Передаточ-
ная функция «блокиратора» представлена выражением: 

2,32,2
2
22,2

2,32,2
2
22,2)2( 2

kkpm

kkpm
K

++
++

=ΒΛ .                (45) 

К особенностям свойств «блокиратора» следует от-
нести полюса, нули и предельные значения. Так, если 

0=ω , то: 

2,32,2

2,32,2)2( 2

kk

kk
K

+
+

=ΒΛ ,                        (46) 

а «блокиратор» обнуляется на частоте 
 2,22,32,2

2 )2( mkk +=ω . Если 2,22,32,2
2 )( mkk +→ω , 

то  ∞→ΒΛ
)2(K . 

3. Межпарциальные связи. Передаточная функция 
межпарциальной связи (блок «распределитель») опре-
деляется из структурной схемы в виде: 

2,32,2
2
22,2

2,22,1
2
22,1)2(

2

2

kkpm

kkpm
K

++
++

=ΡΠ .                (47) 

Если 0=ω , то )2()2( 2,32,22,22,1
)2( kkkkK ++=ΡΠ .  

Если частота внешнего силового воздействия 

2,22,32,2 )2( mkk +→ω  и 

2,12,22,12,22,32,2 )2()2( mkkmkk +≠+ , то ∞→ΡΠ
)2(K .  

Если частота внешнего силового воздействия 

2,12,22,1 )2( mkk +→ω  

2,12,22,12,22,32,2 )2()2( mkkmkk +≠+ , то 0)2( →ΡΠK .  

Если частота внешнего силового воздействия ∞→ω , 

то 2,22,1
)2( mmK →ΡΠ . 

Таким образом, «распределитель»  характеризуется 
также полюсами, нулями и предельными значениями 
частот. 

4. Взаимосвязи элементов редуцированной системы. 
В рамках обобщенного рассмотрения элементами сис-
темы являются массоинерционное звено, квазипружи-
на, «блокиратор» и «распределитель». Для определения 
взаимосвязи передаточных функций данных звеньев 
структурную схему можно представить в виде трех по-
следовательно соединенных элементов (рис. 18). 
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Рис. 18. Структурная схема преобразованной системы с двумя степенями свободы 

Данная структурная схема имеет в своем составе 
«свертку» массоинерционного звена и квазипружины в 
одно «инерционно-упругое»  звено с передаточной 
функцией: 

2
2,22,32,2

2
22,22,22,1

2
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2
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)(
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= . (48) 

Приведенная к двум звеньям система, в которой 
звено «блокиратора» объединяется с «инерционно-
упругим» звеном, представлена на рис. 19. 
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Рис. 19. Структурная схема, приведенная к двум звеньям 

Представленная на рис. 19 структурная схема со-
стоит из двух звеньев. Первое звено, условно называе-

мое «обобщенным блокиратором», имеет передаточную 
функцию: 



Системы. Методы. Технологии. С.В. Белокобыльский 
и др. К вопросу о математической … 2017 № 1 (33) с. 7-18 

17 

2
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Частота, которая «обнуляет» числитель передаточ-
ной функции (49), представляет собой частоту динами-

ческого гашения обобщенной координаты 2,1Y . Пред-

ставленная структурная схема может быть «свернута» в 
следующие звенья, представленные на рис. 20. 
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Рис. 20. Структурные элементы 

Эта квазипружина «работает» параллельно с обыч-
ными пружинами, но зависит от частоты. Если частота 
будет равна нулю, то имеем систему с одной степенью 
свободы, которая размещается только на упругих эле-
ментах. Система может быть преобразована к виду, в 
котором квазипружина будет обладать следующей пе-
редаточной функцией: 

2
2,22,32,2

2
22,22,22,1

2
22,1

2,32,2
2
22,2

2,
))(( kkkpmkkpm

kkpm
W

−++++
++

=ΠΡ . (50) 

В свою очередь, передаточная функция всей систе-
мы будет получена как результат произведения переда-
точной функции звена «блокиратора» и передаточной 
функции квазипружины в виде: 
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Частота, при которой «блокиратор» обнуляется, 
представляет собой частоту динамического гашения 

координаты 2,1Y . Передаточная функция «блокиратора» 

образована числителем и знаменателем. Если 

2,22,32,2
2 )2( mkk +→ω , то числитель «блокиратора» 

приближается к нулю. На этой частоте возможен режим 
динамического гашения. Если  2,22,32,2

2 )( mkk +→ω , 

то знаменатель «блокиратора» приближается к нулю. В 
таком случае на выходе «блокиратора» возникает бес-
конечная сила, но эта же бесконечная сила компенсиру-
ется следующим звеном. Особенности взаимосвязи 
звеньев требуют отдельного детализированного рас-
смотрения. 

Под действием дополнительной силы динамические 
свойства системы изменяются. И это в первую очередь 
наблюдается через изменение частоты динамического 
гашения.  
Необходимо отметить, что дробно-рациональное 

выражение имеет частоту, на которой общий коэффи-
циент усиления или значение передаточного отношения 
будут стремиться к бесконечности. Это происходит на 
частоте, которая соответствует режиму динамического 

гашения, без учета дополнительной силы 2,2Q . Осо-

бенности этого эффекта могут быть изучены при про-
ведении дополнительных преобразований, в ходе кото-
рых неоднозначность, связанная с эффектами зануле-
ния передаточной функции «блокиратора», аннулирует-
ся. Преобразованная схема с двумя степенями свободы 
может быть представлена с учетом возможностей вве-
дения дополнительного звена, отражающего переда-
точное отношение межпарциальных связей. Переда-
точная функция межпарциальных связей имеет вид:  
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Такое звено отражает в обобщенном виде рычаж-
ные связи, характерные для совместного движения 
системы с двумя степенями свободы. В физическом 
смысле 2,12,2 YY  представляет собой передаточное 

отношение рычага, параметры которого зависят от 
частоты. Введение такого звена представлено на 
структурной схеме (рис. 13, звено «распределитель»). 
Если учесть особенность преобразованной исходной 
системы в эквивалентную форму, содержащую «бло-
киратор», «распределитель» и приведенную структу-
ру, то все вопросы, возникшие с оценкой динамиче-
ского состояния, не входят в противоречие с сущест-
вующими представлениями. 

Заключение 
Исследование возможности редукции вида струк-

турной схемы линейной механической колебательной 
системы с двумя степенями свободы при одновремен-
ном действии двух внешних гармонических сил к виду 
структурной схемы системы с одной степенью свободы 
показало, что приведенная схема может быть представ-
лена формой, образованной с помощью четырех звень-
ев. Образованные звенья условно названы «блокира-
тор», «объект приведения», квазипружина и «распреде-
литель». Приведение схемы к виду системы с одной 
степенью свободы обеспечивается возможностью при-
ведения всех сил к одному объекту и допущения о су-
ществовании линейной зависимости между приложен-
ными силами. Физические свойства образованных 
звеньев определяются полюсами и нулями соответст-
вующих передаточных функций. Особого рассмотрения 
требуют эффекты, возникающие в результате прохож-
дения силового воздействия через звенья, когда частота 
внешнего воздействия обнуляет числитель или знаме-
натель передаточной функции соответствующего звена. 
К примеру, обнуление соответствующего звена приво-
дит к эффекту динамического гашения координаты сис-
темы. Дополнительного исследования требуют эффек-
ты, соответствующие обнулению знаменателей звеньев. 
Показано, что существенным фактором, определяющим 
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динамические свойства звеньев по отдельности и сис-
темы в целом, является взаимное расположение полю-
сов и нулей звеньев системы и соотношение сил, одно-
временно приложенных к массоинерционным элемен-
там системы. 

Выводы 
1. Предложены методологические основы техноло-

гии оценки динамических свойств системы с двумя 
степенями свободы, в основе которой лежит метод ре-
дукции степеней свободы. 

2. Показана принципиальная возможность исследо-
вания систем с двумя степенями свободы на основе 
приведенных характеристик систем с одной степенью 
свободы. Основными элементами приведенной струк-
турной схемы являются элементы, условно названные 
«блокиратор», «приведенная структура», содержащая в 
своем составе квазипружину, и «распределитель», ото-
бражающий рычажные связи системы. 

3. Передаточная функция каждого из элементов 
приведенной структуры в общем случае представляет 
собой дробно-рациональное выражение. Особенностью 
передаточной функции «блокиратора» является зави-
симость от приложенных сил. 

4. Показано, что в качестве приведенной структур-
ной схемой с одной степенью свободы может быть вы-
брана структурная схема с фиксированным набором 
звеньев. 

5. Разработанные подходы к приведению структур-
ной схемы с двумя степенями свободы к виду схемы с 
одной степенью свободы могут быть обобщены на цеп-
ные механические колебательные системы с произ-
вольным количеством степеней свободы. 
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