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В статье приводятся результаты расчетов колебаний автомобиля при движении по неровной дороге в режиме экстрен-
ного торможения с учетом неупругого сопротивления в пневматических шинах, моделирование которого базируется на ма-
тематическом описании экспериментальных характеристик жесткости уравнением эллипса и результатов их первичной 
обработки уравнением степенной зависимости. Приводятся результаты вывода аналитических выражений эквивалентных 
коэффициентов вязкостного и позиционного трения с использованием методов линеаризации и энергетического баланса. Эк-
вивалентный коэффициент вязкостного трения может быть использован в случае решения дифференциальных уравнений 
операторным методом, а эквивалентный коэффициент позиционного трения — в случае решения дифференциальных уравне-
ний численным методом, поскольку в его выражение не входят частоты колебаний.  Выводятся дифференциальные уравнения 
движения масс «плоского» автомобиля при экстренном торможении, отличающиеся наличием инерционной связи колебаний 
передней и задней подрессоренных масс. Решение уравнений осуществляется с использованием преобразования Лапласа при 
гармоническом воздействии. Результаты представлены в виде амплитудно-частотных характеристик (АЧХ) по выходам 
«прогиб рессор и шин». При сопоставлении кривых частотных характеристик видно, что учет эллиптическо-степенной мо-
дели неупругого сопротивления в шине значительно изменяет АЧХ системы по выходу «прогиб шины». Амплитуды прогибов в 
зоне низкочастотного резонанса снижаются на 40–50 %, в зоне высокочастотного резонанса — на 15–20 %. В результате 
расчета колебаний автомобиля выявлено, что после включения торможения в зоне высокочастотного резонанса происходит 
существенное увеличение, а в зоне низкочастотного резонанса — незначительное снижение амплитуд колебаний. При этом 
включение эллиптическо-степенной модели в описание неупругого сопротивления в шине приводит к значительному сниже-
нию амплитуд колебаний практически во всем диапазоне частот воздействия. 
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частотные характеристики. 
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The article deals with the calculation results of automobile oscillations when moving on the rough road in the emergency braking 
mode with inelastic resistance in pneumatic tyres taken into account. Simulation of such a mode has been based both on mathematical 
description of the experimental characteristics of rigidness by ellipse equation and on results of their preprocessing by the degree-
dependence equation. Results have been presented for an output of analytical expressions of the equivalent coefficients of viscous and 
positional friction with the use of linearization method and the method of energetic balance. Equivalent coefficient of viscous friction 
can be used when solving differential equations by an operator method. Equivalent coefficient of positional friction can be used when 
solving differential equations by numerical method, as its expression does not include oscillation frequencies. Differential equations, 
differing in existence of inertial couplings of oscillations of front and back spring masses, have been proposed. Solution of the equations 
has been carried out with the use of Laplace transform under harmonic influence. Results have been presented in the form of amplitude-
frequency characteristics on spring and tyre deflection. When comparing performance frequency responses, it is obvious that amplitude-
frequency characteristics on tyre deflection has been changed under elliptical-degree model of inelastic resistance in tyres taken into 
account. Deflection amplitudes in a low-frequency resonance zone have been decreased up to 40-50%, and in a zone of a high-
frequency resonance – up to 15-20%. As a result of calculation of automobile oscillations it has been revealed that after switching on 
the braking, there has been a significant increase of vibration amplitudes in the high-frequency resonance zone, and an increase in the 
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low-frequency resonance zone. At the same time, including elliptical-degree model into the description of inelastic resistance in tyres 
leads to considerable decrease of vibration amplitudes almost in all range of influence frequencies. 

 
Key words: oscillations; automobile; braking; tyre; inelastic resistance; equivalent ratio; elliptical-degree model; functional dia-

gram; differential equations; Laplace transform; amplitude-frequency characteristics. 
 

Введение 
Разработка основ теории неупругого сопротивления 

в пневматической шине [3; 14], базирующейся на мате-
матическом описании экспериментальных характери-
стик жесткости, позволяет, в том числе, уточнить расчет 
колебательных параметров автомобиля в таком важном 
для безопасности движения режиме, как экстренное 
торможение. 
Ядром теории неупругого сопротивления в шине 

является так называемая эллиптическо-степенная мо-
дель, аналитическое описание которой представляется 
двумя уравнениями — уравнением эллипса вида: 
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и уравнением степенной функции вида: 
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где F, Fa — текущее и амплитудное значение силы не-
упругого сопротивления в шине, кН; hz, hza  — текущее 
и амплитудное значение нормального прогиба шины, 
мм; Hш, n — параметры модели, характеризующие сте-
пень проявления неупругого сопротивления в шине,  
Hш [кН/мn]; n — безразмерная величина. 
Эти уравнения выводятся из анализа эксперимен-

тальных характеристик нормальной жесткости шин и 
результатов их первичной обработки (рис. 1). 
Ввод модели в дифференциальные уравнения дви-

жения даже простых колебательных систем, например 
эквивалентных подвеске автомобиля, приводит к зна-
чительным вычислительным трудностям при получе-
нии решений в виде частотных характеристик. Вычис-
лительные трудности несоизмеримо возрастают при 
усложнении эквивалентных колебательных систем ав-
томобиля, а также в случае совместного учета несколь-
ких преобразующих свойств шины, например, погло-
щающей и сглаживающей способности. Практически 
уже для трехмассовой колебательной системы, эквива-
лентной «плоскому» автомобилю, получить выражения 
частотных характеристик, наглядно отражающих осо-
бенности преобразования входного воздействия в вы-
ходной процесс, не представляется возможным. 
Решение этой проблемы было найдено при упроще-

нии математического описания эллиптическо-степен-
ной модели с использованием методов нелинейной 
механики, а именно метода линеаризации и метода 
энергетического баланса. 

В результате получены выражения эквивалентных ко-
эффициентов вязкостного и позиционного трения в виде: 

pn1
zcmh

1

1n
ш2H

шэ −⋅
+

=η ;      n1
zcmh

1

1n
шH

шэ −⋅
+

=′ π
η       (4) 

и, соответственно, выражение эквивалентных сил вяз-
костного и позиционного трения в виде: 
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Рис. 1. Диаграммы с экспериментальными характеристиками 
нормальной жесткости шины 8.40-15 модели Я-245 и резуль-
татами их первичной обработки: а — характеристики       
жесткости; б — результаты обработки 
 
Для расчетов линейных колебательных систем лю-

бого порядка с помощью методов операционного ис-
числения, например преобразования Лапласа, можно 
использовать любую эквивалентную силу сопротивле-
ния, поскольку интеграл Лапласа различается от выра-
жений (5) с нулевыми начальными условиями только 
постоянными множителями при изображениях функ-
ции прогиба шины hza(s): 
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Поэтому их всегда можно привести один к другому. 
Однако с точки зрения традиционных представлений о 
силе неупругого сопротивления в шине целесообразнее 
использовать эквивалентную силу вязкостного сопро-
тивления. 
В случае, если колебательная система описывается 

нелинейными дифференциальными уравнениями, и 
единственный путь их решения — применение числен-
ных методов, например метода Рунге–Кутта, то целе-
сообразно использовать эквивалентную силу позици-
онного сопротивления, поскольку в ее выражении не 
фигурирует частота. 

Модель экстренного торможения. Для разработки 
функциональной схемы колебательной системы авто-
мобиля при экстренном торможении и составления 
дифференциальных уравнений движения ее масс вы-
двинем следующие допущения [1]: 

1. Колеса автомобиля передней и задней осей за-
тормаживаются мгновенно в момент начала торможе-
ния, и процессы в переходных фазах подчиняются тем 
же закономерностям, что и при движении в тормозном 
режиме со всеми заблокированными колесами. 

2. Коэффициент сцепления шин в контакте с доро-
гой не зависит от скорости движения автомобиля, и его 
изменчивость полностью оценивается статическими 
характеристиками выборочного значения микропрофи-
ля на пути торможения. 

3. Колебательная система автомобиля рассматрива-
ется в продольной плоскости в предположении сим-
метричного воздействия дороги на колеса правого и 
левого бортов. При этом все силы и моменты, возни-
кающие в подвеске от приложения тангенциальных 
тормозных сил в контакте шин с поверхностью дороги, 
предполагаются уравновешенными реакциями направ-
ляющего устройства, обеспечивающего только одну 
степень свободы для относительного перемещения 
моста и подрессоренной массы в вертикальном        
направлении. 

4. Колебательная система автомобиля приводится к 
системе с сосредоточенными массами и линейными 
характеристиками восстанавливающих и демпфирую-

щих сил в функции деформаций и их производных для 
всех упругих элементов и демпферов. 

5. При движении автомобиля с торможением не учи-
тываются такие внешние воздействия, как сопротивление 
воздуха и подъем или уклон макропрофиля дороги, точно 
так же, как это принято в теории автомобиля для расчета 
показателей его тормозной динамичности. 

6. Пневматическая шина обладает упругими и по-
глощающими свойствами сосредоточенного элемента 
подвески. Поэтому в эквивалентную автомобилю коле-
бательную систему будет включен элемент, отражаю-
щий неупругое сопротивление в шине с описанием со-
гласно эллиптическо-степенной модели. 
Как следует из этих допущений, эквивалентная ав-

томобилю колебательная система, отражающая его 
динамику при экстренном торможении, отличается от 
самой распространенной в теории колебаний и плавно-
сти хода автомобиля схемы только приложенными в 
контакте колес с опорной поверхностью тангенциаль-
ными реакциями и наличием демпфирующего элемен-
та, отражающего новые представления о поглощающей 
способности шин. 
Функциональная схема колебательной системы, эк-

вивалентной автомобилю при экстренном торможении, 
представлена на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Функциональная схема колебательной системы, экви-
валентной автомобилю при экстренном торможении и с уче-
том неупругого сопротивления в шинах 
 
На схеме обозначено: М — подрессоренная масса 

автомобиля; Jy  — момент инерции подрессоренной 
массы автомобиля относительно центральной попереч-
ной оси О; m1,2 — передние и задние неподрессоренные 
массы; ср1,2 — коэффициенты нормальной жесткости 
рессор передней и задней подвесок; η1,2 — коэффици-
енты неупругого сопротивления передней и задней 
подвесок; сш1,2 — коэффициенты нормальной жестко-
сти шин; ηшэ1,2 — коэффициенты неупругого сопротив-
ления передних и задних шин; q1,2(t) — текущие по 
времени значения ординат микропрофиля поверхности 
дороги в контакте передних и задних колес; ξ1,2(t) — 
текущие во времени вертикальные смещения передних 
и задних неподрессоренных масс; z1,2(t) — текущие 
значения вертикальных перемещений подрессоренной 
массы над передней и задней подвесками; z0 — теку-
щие значения вертикального смещения центра тяжести 
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подрессоренной массы, обозначенного точкой О; α — 
текущее значение углового перемещения подрессорен-
ной массы вокруг центра тяжести; Рτ1,2 — тормозные 
силы, приложенные в контакте передних и задних ко-
лес; Fj — инерционная сила полной массы автомобиля 
при торможении; L — база автомобиля; а, в — рас-
стояние от центра тяжести до вертикальных плоскостей 
размещения передней и задней неподрессоренных 
масс; hц — высота центра тяжести автомобиля над 
средней линией опорной поверхности дороги. Индек-
сами 1, 2 отмечена принадлежность параметров соот-
ветственно к передней и задней подвескам. 
Используя уравнение Лагранжа 2-го рода, можно 

получить дифференциальные уравнения движения масс 
автомобиля в вертикальном направлении при движе-
нии в режиме экстренного торможения. Эти уравнения 
можно свести в следующую систему: 
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В этих уравнениях: 
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 — приведенная подрессоренная 

масса над передней подвеской; 
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 — то же над задней подвеской; 
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ρ−
 — условная масса инерционной 

связи колебаний передней и задней частей подрессо-
ренной массы. 
Составленные дифференциальные уравнения (6) 

показывают, что из-за возникающих при торможении 
нормальных реакций упрощение, используемое для 
решения схожих задач в теории плавности хода и под-
рессоривания автомобиля, т. е. исключение инерцион-
ной связи между колебаниями передней и задней под-
рессоренных масс, в данном случае не разделяет сис-
тему уравнений и не дает понижения ее порядка. 
Для дальнейших преобразований введем следую-

щие обозначения: 

2,1
2,1

2,12
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cp  — собственные частоты колебаний 

передней и задней приведенных подрессоренных масс 
на рессорах; 
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передней и задней неподрессоренных масс; 
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 — приведенные эквивалентные ко-

эффициенты неупругого сопротивления в передней и 
задней подвесках; 
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 — коэффициенты неподрессоренных 

масс; 
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M

M
 — удельный коэффициент инерцион-

ной связи колебаний приведенных подрессоренных 
масс. 
После ввода обозначений относительных величин 

получим: 
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Если в качестве выходных процессов принять про-
гибы рессор x и деформации шин hz, то система урав-
нений (7) преобразуется к виду: 
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Составленные дифференциальные уравнения пока-
зывают, что и при введенных допущениях описание 
колебаний автомобиля при торможении остается дос-
таточно сложным для анализа и расчета вследствие 
взаимосвязанности процессов изменения координат и 
высокого порядка системы. То есть, при торможении и 
несвязанные инерционные массы совершают колеба-
ния под воздействием возмущения, приложенного в 
зоне контакта колес передней и задней оси с дорогой. 
Прямым путем, ведущим к представлению переда-

точных функций динамической системы, является ин-
тегральное преобразование всех входящих в диффе-
ренциальные уравнения функций по Лапласу. 
Для расчета эквивалентной колебательной системы 

автомобиля, движущегося в тормозном режиме, ис-
пользуем возмущающее воздействие в виде гармониче-
ской функции: 

)),cos(1()( 0 tqtq λ−=  

где q0 — амплитуда неровностей дороги с синусои-
дальной поверхностью относительно средней линии; 
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fπ=λ 2  — круговая частота возмущения; 
н

a

l

V
f =  — 

частота воздействия; lн — длина неровности; Va — ско-
рость автомобиля. 

Применяя общие правила преобразования дифференциальных уравнений по Лапласу к системе (8), получим 
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  (9) 

 

Уравнения записаны в строках так, чтобы искомые и 
заданные функции одинаковых обозначений образовали 
вертикальные столбцы с разными коэффициентами. 
Обозначим через Аij(р) коэффициенты перед неиз-

вестными функциями, а через Вij(р) — коэффициенты 
перед заданными функциями. 
Тогда систему (9) можно записать в матричном виде 

и решать ее с помощью определителей. Матрица коэф-
фициентов левой части и матрица — столбец возму-
щающего воздействия в изображениях принимают сле-
дующий вид: 
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(10) 

В рассматриваемой системе (9) одно входное воз-
действие, имеющее изображение Q(р), и четыре вы-
ходные реакции, имеющие изображения Х1,2(р), Y1,2(р). 
Определим, исходя из выражения (10), передаточ-

ную функцию от воздействия микропрофиля неровной 
дороги в контакте колес с опорной поверхностью к 

прогибам рессор Х1,2(р) и шин Y1,2(р). Они описываются 
следующими зависимостями: 
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Расчет амплитудно-частотных характеристик. 
Для проверки функционирования модели и ее адекват-
ности реальным процессам колебаний автомобиля при 
торможении с учетом введенного эквивалентного ко-
эффициента неупругого сопротивления в шинах рас-
считаем амплитудно-частотные характеристики легко-
вого автомобиля среднего класса по различным выхо-
дам системы. 
Результаты расчета представлены на рис. 3. 
Для оценки влияния новой модели неупругого со-

противления в пневматических шинах на колебания 
автомобиля проанализируем амплитудно-частотные 
характеристики (АЧХ) по двум выходам колебательной 
системы: по нормальному прогибу шин Whz(p) и проги-
бу рессор Wx(p). 
На рис. 2 представлены АЧХ автомобиля с затормо-

женными и свободно катящимися колесами (кривая 1) с 
учетом вязкостной модели сопротивления в шине (кри-
вая 2) и эллиптическо-степенной модели (кривая 3). 

 

 
        а)                                                                                                        б) 

Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики колебательной системы, эквивалентной автомобилю: а — рессоры передней 
подвески; б — шины заднего моста. 1 — свободное качение колеса; 2 — колеса заторможены, учитывается вязкостная модель 
сопротивления в шине; 3 — колеса заторможены, учитывается эллиптическо-степенная модель 

Анализ результатов расчета и выводы 
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Из сопоставления кривых (рис. 3 а) частотных ха-
рактеристик при свободном качении колеса и после 
включения торможения с учетом вязкостной модели 
происходит повышение амплитуд на 5–15 % в зоне 
высокочастотного резонанса (на частоте 105 рад/с). Что 
касается зоны низкочастотного резонанса (на частоте 8 
рад/с), то здесь наблюдается их незначительное 
уменьшение на 2–5 %. Объясняется это восстановлени-
ем после включения тормозов связанности колебаний 
передней и задней части автомобиля и определенным 
запаздыванием воздействия на колеса заднего моста. 
Из сопоставления кривых частотных характеристик, 

представленных на рис. 3 б, видно, что учет эллиптиче-
ско-степенной модели неупругого сопротивления в 
шине значительно изменяет АЧХ системы по выходу 
«прогиб шины». Амплитуды прогибов в зоне низкочас-
тотного резонанса снижаются на 40–50 %, а в зоне вы-
сокочастотного резонанса — на 15–20 %. 
Таким образом, в результате расчета колебаний ав-

томобиля выявлено, что после включения торможения в 
зоне высокочастотного резонанса происходит сущест-
венное увеличение, а в зоне низкочастотного резонанса 
— незначительное снижение амплитуд колебаний. При 
этом включение эллиптическо-степенной модели в опи-
сание неупругого сопротивления в шине приводит к 
значительному снижению амплитуд колебаний практи-
чески во всем диапазоне частот воздействия. 
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