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Рассматривается простейшая одномассовая модель бурильной колонны при описании крутильных автоколебаний, возни-
кающих при углублении забоя скважины вибрационно-вращательным способом бурения. Предполагается, что погружение 
колонны и вращение долота могут чередоваться c длительными остановками — заклиниванием, возникающим как результат 
действия сил сопротивления со стороны забоя. Аналитическая зависимость для силы сопротивления от линейной скорости 
погружения и угловой скорости вращения долота выражена через аппроксимацию Паде. Такой подход позволяет избегать 
некорректностей математического и логического характера при нулевых значениях скоростей и моделировать процесс по-
гружения бурильной колонны, чего в традиционных моделях не удавалось. Это также дает новый способ моделирования пре-
рывистости движения — до сих пор в механике подобное удавалось только с помощью сухого трения. Кроме того, Паде ап-
проксимация позволяет более точно учитывать механические свойства породы в забое при наличии экспериментальных ха-
рактеристик, а также ввести динамическое напряжение, через которое естественным путем определяются условия погру-
жения колонны. Уравнения модели позволяют определять скорость и величину углубления забоя скважины, что раньше было 
возможно только с помощью эмпирических формул. Приведенная модель описывает следующие возможные состояния доло-
та: одновременное заклинивание поступательного и вращательного движений; вращение, безостановочное или чередующееся 
с остановками при заклинивании поступательного движения (режим «stick – slip»); кратковременный отрыв долота от за-
боя; погружение как при наличии, так и при отсутствии вращения долота. Указанные состояния, в зависимости от исход-
ных параметров модели, либо сочетаются в разных вариантах, либо реализуется один из них. Существенно и то, что сте-
пень износа долота учитывается в уравнениях модели автоматически, через коэффициент запаса прочности. При описании 
новой динамической модели бурильной колонны использовалась и уточнялась теория погружения вращающегося твердого 
тела в грунт, разработанная автором. Полученные уравнения дают полный алгоритм для проведения численного моделирова-
ния крутильных автоколебаний, возникающих в бурильной колонне при углублении забоя скважины вибровращательным спо-
собом бурения. 
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The simplest one-mass model of a drill-string is considered when describing torsional oscillations under vibratory rotary drilling of 
a downhole. The column immersion and the bit rotation are supposed to alternate with long stops, called jamming and being the result 
of the activity of the rib-side resistance forces. For the resistance force, analytical dependence on the linear velocity of immersion and 
angular velocity of bit rotation was expressed by means of Pade approximation. This approach allowed to avoid mathematical and logi-
cal inaccuracies at zero velocity meanings and to simulate the process of the drill-string immersion, failed in traditional models. It also 
provides a new way of modeling intermittent motions, which could previously be done in mechanics only with the help of dry friction. In 
addition, by applying experimental characteristics, the Pade approximation allows to take into account more accurately mechanical 
properties ща the rock in the downhole, as well as to introduce dynamic tension, determining naturally the terms for the column immer-
sion. The equations for the model allow to determine the immersion velocity and size that was previously done with the help of empirical 
formulas. The model given describes the following possible states of a bit: simultaneous jamming in translational and rotational mo-
tions; rotation, alternating with non-stop or stops when translational motion is jammed («stick-slip» mode); short downhole-bit separa-
tion; immersing both with and without bit rotation. These states, depending on the initial model parameters, can either be combined in 
different ways or one of them can be realized. It is also important that the degree of bit wear is taken into account in the model equa-
tions automatically through a safety factor. When describing a new dynamic drill-string model, the theory of immersion for a rotating 
solid body, developed by the author of the article, has been used and specified. These equations obtained provide a complete algorithm 
for the numerical modeling of torsional oscillations occurring in the drill string under vibratory rotary drilling of a downhole. 
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Введение 
Как известно, в целях улучшения процессов буре-

ния создаются динамические модели бурильной ко-
лонны для последующего их изучения. В частности, 
для промысловиков разрабатываются рекомендации по 
увеличению производительности проводимых работ и 
предотвращению или минимизации внештатных ситуа-
ций, приводящих к поломке инструмента или заметно-
му уменьшению скорости бурения. Ценность таких 
рекомендаций определяется прежде всего достоверно-
стью принятой модели.  

Между тем, в настоящее время практически все об-
щепринятые модели обладают существенным общим 
недостатком — они не учитывают сам процесс погру-
жения колонны по мере углубления забоя скважины. В 
моделях принято считать, что колонна при взаимодей-
ствии с забоем упирается в абсолютно твердую по-
верхность, и тем самым сама возможность погружения 
полностью исключается [1–3; 14–17]. Это означает, что 
такие модели изучают далеко не полноценный процесс 
бурения, а лишь его частный случай — процесс закли-
нивания колонны в поступательном движении. Поэто-
му очевидно, что к рекомендациям, построенным на 
изучении таких моделей, следует относиться с большой 
осторожностью — их достоверность вызывает обосно-
ванные сомнения. 

Столь нелогичное положение дел, когда бурение 
скважины изучается без учета погружения — основно-
го процесса — вызвано трудностями ввода аналитиче-
ской зависимости для силы сопротивления со стороны 
забоя. Наблюдения показывают, что сила сопротивле-
ния должна быть прямо пропорциональна скорости 
погружения υ  и обратно пропорциональна угловой 
скорости вращения долота ,ϕ& что аналитически обыч-

но выражается зависимостью ,
ϕ
υ=
&

kFc  где −k коэф-

фициент пропорциональности, определяемый через 
прочностные свойства породы в забое. Эта общеприня-
тая зависимость и ей подобные приводят к некоррект-
ностям принимаемой модели логического и математи-
ческого характера при нулевых значениях скоростей. 
Поэтому такой путь приводит в тупик при попытке 
описания процесса погружения колонны. 

В настоящее время по указанным причинам сложи-
лась практика, когда в принимаемых моделях отказы-
ваются от описания процесса погружения бурильной 
колонны [1–3; 14–17]. Лишь в отдельных работах 
предпринимались попытки устранить этот недостаток. 
Так, в работах [7; 8] для предполагалось, что изучается 
стационарный процесс погружения колонны в диапа-
зоне далеких от нулевого значения скоростей и без 
учета возможности длительных остановок (заклинива-
ний). Тем самым исключалась возможность описания 
переходных режимов бурения, наиболее интересных с 
точки зрения практических нужд и наиболее проблем-
ных при ведении промысловых работ. Полностью ис-
ключались и описания режимов бурения с учетом воз-
можности длительных остановок (заклинивания) в по-

ступательном или вращательном движении долота — 
тоже весьма нежелательные случаи, часто возникаю-
щие в промысловой практике и нуждающиеся в под-
робном изучении. 

Попытки во что бы то ни стало преодолеть указан-
ные проблемы и получить возможность описания про-
цесса погружения бурильной колонны привели даже к 
тому, что в работе Ю.М. Ветюкова [10] было предло-
жено вводить так называемые определяющие соотно-
шения при описании качественно различных режимов 
бурения. По сути своей, эти определяющие соотноше-
ния предназначены для изменения вида самих уравне-
ний движения принятой модели, как только скорость 
погружения или скорость вращения долота приближа-
ются к нулевому значению, то есть при возникновении 
вероятности указанных некорректностей. Искусствен-
ность такого подхода очевидна, поэтому результаты, 
полученные в указанной работе, обсуждать здесь не 
будем.  

Следует отметить, что есть и другой подход [7–9; 
19–20] ввода сил сопротивления cF

 

при бурении. Он 
основан на предположении, что силы сопротивления 
прямо пропорциональны толщине слоя породы, разру-
шаемой шарошками долота в ходе своего перекатыва-
ния по забою. При таком подходе исключаются некор-
ректности, отмеченные выше, при нулевых значениях 
скоростей, что позволяет описывать модели дифферен-
циальными уравнениями с переменным запаздываю-
щим аргументом. Решение таких дифференциальных 
уравнений сопряжено со значительными математиче-
скими трудностями, в том числе при использовании 
численных методов. При таком подходе удается нахо-
дить лишь простейшие стационарные решения числен-
ным путем и только для случаев, когда запаздывающий 
аргумент постоянен [8–9]. 

Все перечисленные выше трудности удается раз-
решить на удивление простым и в то же время есте-
ственным путем — при определении силы сопротив-
ления через аппроксимацию Паде [4–8]. Использова-
ние Паде аппроксимации позволяет решить сразу 
несколько задач: 

а) избежать некорректностей логического и матема-
тического характера при нулевых значениях скоростей 
погружения и вращения долота; 

б) учесть качественный характер зависимости для 
силы сопротивления от скорости погружения υ и угло-
вой скорости долота ;ϕ&  

в) наиболее точно моделировать механические 
свойства породы в забое, в том числе прочностные, при 
наличии экспериментальной характеристики; 

г) моделировать прерывистость погружения колон-
ны с длительными остановками, что ранее в задачах 
механики удавалось только с помощью сухого трения; 

д) ввести приведенное динамическое напряжение, 
возникающее в породе забоя, с учетом воздействия 
долота, что позволяет устанавливать простые усло-
вия перехода от длительной остановки к режиму по-
гружения колонны и наоборот. 
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Существенно и то, что прежние модели, когда ко-
лонна упирается в абсолютно твердую поверхность и 
не имеет возможности погружаться, превращаются в 
частные случаи для вводимых моделей с использова-
нием Паде аппроксимации. В работах автора [4–8] за-
ложены основы теории погружения твердого тела в 
грунт на примере описания работы бурильной колонны 
при бурении скважин. В данной работе развивается 
теория погружения на примере описания новой модели 
при вибрационно-вращательном способе бурения. Сле-
дует заметить, что динамические модели для вибров-
ращательного метода бурения ранее не вводились, и 
такой способ бурения не изучался. 

Вибрационно-вращательный способ бурения — 
один из перспективных способов эффективного буре-
ния твердых горных пород. Преимущество такого ком-
бинированного способа бурения состоит в том, что по-
рода не только дробится и скалывается в момент удара, 
но и срезается или скалывается во время вращения по-
родоразрушающего инструмента. Установлено, что при 
вибрационно-вращательном бурении механическая 
скорость углубления возрастает в 2-3 раза, а время со-
хранения первичной режущей способности инструмен-
та в 5–8 раз больше по сравнению с вращательным бу-
рением. Однако имеющиеся в промышленном произ-
водстве вибраторы вследствие больших размеров ведут 
к увеличению диаметра скважины, и бурение глубоких 
скважин с диаметром менее 250 мм таким способом не 
представляется возможным. Поэтому в настоящее вре-
мя вибровращательный способ используется только 
при неглубоком бурении. Следует иметь в виду, что 
вопрос об уменьшении габаритных размеров вибрато-
ров рано или поздно будет решен, и изучение вибров-
ращательного способа станет актуальным также при 
глубоком бурении. 

Описание модели. Для изучения крутильных авто-
колебаний бурильной колонны во время углубления 
забоя скважины будем исходить из простейшей одно-
массовой модели (рис. 1), введенной в работе [4], доба-
вив при этом вибрационную силу .tsinH ν  

ω

CM

ϕ

c

CF

υ

tHmg ν+ sin

 
Рис. 1. Динамическая модель бурильной колонны с учетом 
погружения при вибровращательном способе бурения 
 

Здесь предполагается, что верхнее сечение колонны 
закручивается с заданной постоянной угловой скоро-
стью ,ω  а в нижнем сечении, угол закручивания кото-

рого ,ϕ имеется долото (диск), на который со стороны 

забоя действуют момент cM  и сила cF  сопротивления 

( −m масса растянутой части бурильной колонны; −I   
момент инерции поперечного сечения этой части ко-
лонны). Учитывая, что относительный угол закручива-
ния tω−ϕ=ψ  нижнего сечения бурильной колонны 

по отношению к верхнему может быть достаточно ве-
лик, упругий момент со стороны колонны (пружины), 
передающийся на долото, введем в следующем нели-
нейном виде: ,)()( 3ttcM ω−ϕβ−ω−ϕ−= где −t

текущее время, −β,c константы, определяющие упругие 

свойства колонны (при 0=β упругий момент будет 

изменяться согласно закону Гука). Погружение бу-
рильной колонны происходит со скоростью ,υ  опре-

деление которой является одной из решаемых задач. 

Постановка и решение задачи. Введенная вибра-
ционная сила, в сравнении с моделью, введенной в ра-
боте [4], приводит к изменению как возможных режи-
мов, так и самих уравнений движения бурильной ко-
лонны: 
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Здесь дополнительно к обозначениям, введенным в 
описании модели, принято следующее: точкой обозна-
чена производная по времени ;t  −**x,x соответст-

венно текущая координата погружения долота по от-
ношению к устью скважины ( )υ=x&  и значение коор-

динаты погружения в начале последнего отрыва долота 
от забоя; −ν,,hH соответственно амплитуда, приве-

денная амплитуда  и частота вибрационной силы. 
Принимая во внимание, что угловая скорость может 

иметь произвольный знак, а линейная скорость погру-
жения всегда положительна, при контакте долота с за-
боем аналитическая зависимость для силы сопротивле-
ния берется в виде аппроксимации Паде такого вида 
[4–6]: 

           

.0 ∆+ϕ+υ
∆+υ=
&bR

FFc                          (2)  

Здесь −∆,b  коэффициенты полиномиальных членов 

аппроксимации Паде, которые определяются из экспе-
риментальных характеристик для силы сопротивления 
породы, в которой осуществляется бурение скважины, 
в свою очередь определяющих прочностные свойства 
породы; −R  характерный размер пятна контакта доло-

та с забоем; −0F коэффициент пропорциональности, 

подлежащий определению. Следует иметь в виду, что 
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использование аппроксимации Паде [18] в задачах ме-
ханики впервые было предложено В.Ф. Журавлевым 
[11–13] для определения поликомпонентного трения 
при описании скольжения тел с верчением вдоль шеро-
ховатой абсолютно твердой плоскости. Момент сил 
сопротивления вращению породоразрушающего инст-
румента со стороны забоя согласно современному 
представлению [7] равен cc FM ρ= , то есть: 

,0 ∆+ϕ+υ
∆+υρ=
&bR

FM c                         (3) 

где −ρ удельный момент сопротивления на единицу 

давления в забое, имеющий физическую природу, 
близкую к коэффициенту трения скольжения [7–8], 
который, будем полагать, изменяется согласно закону 
Кулона (рис. 2): 
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Рис. 2. Закон Кулона

 
Уравнения системы (1) описывают следующие ка-

чественно разные состояния бурильной колонны: 
– длительная остановка (заклинивание) бурильной 

колонны в поступательном движении — когда ,0≡υ а 

действующие силы не способны преодолеть действие 
сил сопротивления со стороны забоя; 

– погружение колонны при контакте долота с забо-
ем — когда 00sin1 >υ>ν+ иth ; 

– отрыв долота от поверхности забоя — когда  

**xx < , что может произойти вследствие действия 

вибрационной силы (в этом случае
 
скорость погруже-

ния υ может быть любой); 

– длительная остановка долота (заклинивание) во 
вращательном движении — когда 

00sin1 ≡ϕ>ν+ &иth ; 

– вращательное движение долота при наличии кон-
такта с забоем или при его отсутствии соответственно 
когда 00sin1 ≠ϕ>ν+ &иth (в контакте) и — когда

**xx <  (при отрыве). 

Нелинейная система дифференциальных уравнений 
(1) не имеет точных аналитических решений, поэтому 

она решалась численно. При построении численного 
алгоритма ключевыми моментами являются определе-
ние окончания длительной остановки в поступательном 
движении колонны и окончания погружения (или оп-
ределения их невозможности наступления, что также 
может наблюдаться). Рассмотрим подробнее решение 
этих вопросов. 

Из первого уравнения системы (1) следует, что 

( ),tsinhkmgF ν+= 10
 
где ϕ

∆
+= &

bR
k 1  — коэффициент 

динамичности, определяющий меру воздействия доло-
та на забой через угловую скорость долота; тем самым 
коэффициент 0F является переменной величиной во 

время длительной остановки в поступательном движе-
нии, что ожидаемо из-за изменяющейся вибрационной 
силы. Заметим, что ( ).sin1

00 thmgFF c ν+== =ϕ&
 
Первое 

уравнение системы (1) можно представить в таком ви-

де: ,
kд

σ=σ  где 
( ) ( ) −ν+σ=ν+=σ th

s

thmg
sin1

sin1
0  

напряжение в породе, вызванное весом колонны и дей-

ствием вибрационной силы (
s

mg=σ0  — напряжение 

создаваемое весом данной колонны); −s площадь пят-

на контакта между долотом и забоем; −σд приведенное 

динамическое напряжение, возникающее в породе, с 
учетом динамического воздействия долота на породу 
(такое воздействие определяется через коэффициент 
динамичности k ). Значение предельного динамическо-
го напряжения д1σ  в забое можно выразить аналогич-

ным образом, через предельное обычное напряжение 

1σ , которое возникает в породе забоя перед началом 

погружения: .1
1 kд

σ=σ   

Окончание длительной остановки поступательного 
движения колонны следует ожидать тогда, когда 

( )thд ν+σ=σ sin101 . Тем самым, в момент начала по-

гружения колонны при *tt =  коэффициент динамично-

сти должен достигнуть своего предельного значения 

*k  и показывать, во сколько раз обычное предельное 

напряжение 1σ  уменьшится вследствие динамического 

воздействия долота, чтобы началось погружение ко-

лонны: ,
sin1 *

1
* th

n
k

ν+
=  где −

σ
σ

=
0

1
1n

 

запас прочности 

породы в забое на погружение для колонны данного 
веса. Отсюда следует и формула для определения зна-
чения критической угловой скорости долота: 

,1
sin1 *

1
* bRth

n ∆








−

ν+
=ϕ&                   (5) 

начиная с которой будет происходить погружение бу-
рильной колонны. 

Дифференциальное уравнение погружения колонны 
при контакте долота с забоем примет вид:  
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( )

.00sin1

,sin1 1

>υ>ν+
∆+ϕ+υ

∆+υ−ν+=υ

иthпри

bR
gnthg

&
&

          
(6) 

Здесь учтено, что коэффициент 0F  во время погру-

жения будет равен своему предельному значению: 

( ) mgntsinhmgkF ** 10 1 =+=∗ ν . 

 
Очевидно, что погружение будет происходить, ко-

гда ( ).sin101 thд ν+σ≤σ Окончания погружения следует 

ожидать не по скорости, то есть когда скорость υ об-

ратится в нуль, как это принято делать при решении 
обычных задач, а по приведенному динамическому 
напряжению, то есть когда будет выполняться условие: 

 ( ),sin101 thд ν+σ>σ                            (7)  

что равносильно такому условию для угловой скорости 
долота: 

.1
sin1
1

bRth

n ∆







 −
ν+

<ϕ&                  (8)                 

Следует иметь в виду, что остановка погружения 
может быть жесткой или мягкой. При жесткой оста-
новке текущая скорость погружения не успевает дос-
тичь нулевого значения перед остановкой, так что в 
этом случае в момент остановки скорость скачкообраз-
но уменьшится до нуля, то есть жесткая остановка бу-
дет сопровождаться ударом. При мягкой остановке 
текущая скорость погружения обращается в нуль одно-
временно с тем, когда модуль угловой скорости долота 
достигает критического значения, что, видимо, чаще 
наблюдается в мягких породах. 

Существенно, что коэффициент запаса прочности 
на погружение 1n  у бурильной колонны с новым, ост-

рым долотом будет меньше коэффициента запаса 
прочности со старым, затупленным долотом за счет 
увеличения площади контакта между долотом и забоем 
по мере износа долота. Для точного определения зна-
чения 1n  необходимо знать значение −s  площади об-

щей зоны контакта между долотом и  забоем. Прибли-
женное значение 1n  можно определить через модуль 

критической угловой скорости вращения долота 
*

ϕ& по 

формуле (5), приняв *kn ≈1  и предварительно замерив 

критическую угловую скорость 
*

ϕ&  как для нового, так 

и для изношенного долота. Существенно, что тип и 
марка долота здесь роли не играют. Тем самым, задава-
ясь численным значением коэффициента запаса проч-
ности 1n , уравнения динамической модели будут «на-

страиваться» на работу бурильной колонны с заданной 
степенью изношенности имеющегося долота. Отпадает 

и необходимость использования каких-либо эмпириче-
ских соотношений, которые обычно вводятся при оп-
ределении изношенности долота. Согласно формуле (5) 
с затупленным долотом длительность режима «stick – 
slip» будет больше, если сравнивать с длительностью 
работы нового долота в этом  режиме, что соответству-
ет действительности. 

Отрыв долота от забоя скважины (кратковременное 
подпрыгивание) может возникать за счет действия виб-
рационной силы и происходит в такие моменты ,tt **=
когда ;tsinh ** 01 =+ ν это состояние долота описывает-

ся вторым дифференциальным уравнением системы 
(1), когда ,xx **<  где −**x координата положения 

долота в момент начала последнего отрыва от поверх-
ности забоя. Режим отрыва долота от забоя прекратит-
ся, как только .tsinhиxx ** 01 >+= ν  В момент вос-

становления контакта долота с забоем, будем полагать, 
происходит пластический удар без последующих под-
прыгиваний. 

При описании вращательного движения долота сле-
дует принять во внимание, что: 

( )
( )

( ) ( )

( )
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Тем самым, условия окончания длительной остановки 
во вращательном движении долота запишутся так: 

( )




>υρ
≡υν+ρ

≥βψ+ψ
,0,

;0,sin1

11

13

приmgn

приthmg
c       (10) 

а окончание вращательного движения — при одновре-
менном выполнении следующих условий: 

( )





















>υ
∆+ϕ+υ

∆+υρ

≡υν+ρ

≤βψ+ψ=ϕ

.0,

;0,sin1

0

11

1

3

при
bR

mgn

приthmg

cи

&

&

     (11) 

В формулах (10), (11) предусмотренные случаи, ко-
гда ,0>υ  то есть погружение без вращения долота, 

возможны за счет действия вибрационной силы. С уче-
том сделанных выше замечаний приведенная одномас-
совая динамическая модель бурильной колонны будет 
описываться следующей системой нелинейных диффе-
ренциальных уравнений: 
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         (12)

Обозначив точкой производную по времени τ , далее перейдем к безразмерным переменным: 
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и параметрам: 
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Сформулированная задача (1), (12) в безразмерном виде запишется следующим образом: 

( )

( )
( )

( ) ( )
( )






































η<η

>η>τ+Ω+ξ
δ+Ω+ξ+η

δ+η−

≡η>τ+Ω+ξτ+−

=αξ+ξ+ξ





>ηε
≡ητ+ε

<αξ+ξ>τ+Ω−≡ξ









η<ητ+χ

δ








−

τ+
≥Ω+ξ>τ+

δ+Ω+ξ+η
δ+ηχ−τ+χ

=η

δ








−

τ+
<Ω+ξ>τ+≡η

.,0

;00sin1,

;00sin1,sin1

;0,

;0,sin1
0sin1,

;,sin1

;1
sin1

0sin1,sin1

;1
sin1

0sin1,0

**

1
3

1

3

**

1
1

1

при

иphприsign
b

n

иphприsignph

приn

приph
иphпри

приph

bph

n
иphпри

b
nph

bph

n
иphпри

&&

&&

&

&&

&&

&

&
&

&

&&

&

&&

&&

                      (15)

 
При этом остановка вращения долота, описываемая 

последним уравнением системы (15), при 
0sin1 >τ+ ph , то есть при наличии контакта с поверх-

ностью забоя, согласно условиям (11) будет происхо-
дить в моменты, когда одновременно: 
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    (16) 

Система уравнений (15) с учетом условий (16)   
представляет собой полный алгоритм для проведения 
численного моделирования происходящих процессов 
— крутильных автоколебаний бурильной колонны при 
углублении забоя скважины при вибровращательном 
способе бурения. 

Работоспособность приведенного алгоритма (15), 
(16) для введенной одномассовой модели бурильной 
колонны подтверждается приведенными примерами 
численного счета (рис. 3-16). Первый пример модели-
рует чисто вращательный способ бурения, то есть без 
учета действия вибрационной силы ( )0=h . Следую-
щие примеры 2-4 моделируют процесс вибровраща-
тельного способа бурения при разных значениях часто-
ты p вибрационной силы и ее амплитуды .h  На приве-

денных графиках (рис. 6, 10, 13) наглядно видно, что 
действие вибрационной силы увеличивает величину 
углубления скважины за отведенное время, в сравне-
нии (рис. 5) с чисто вращательным бурением. Раньше 
это обнаруживалось лишь экспериментально. Тем са-
мым, впервые удается подтвердить эффект вибрацион-
ного воздействия на процесс бурения путем численно-
го моделирования.  
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Рис. 3.  Пример 1: при отсутствии вибрационной силы.                       Рис. 4.  Пример 2: при наличии вибрационной силы. 
( ).h 0=                                                                                               ( )..p;.h 05001 ==                

 

           
Рис. 5.  Пример 1: при отсутствии вибрационной силы                       Рис. 6.  Пример 2: при наличии вибрационной силы. 
( ).h 0=                                                                                             ( )..p;.h 05001 ==  

 

          
Рис. 7.  Пример 1: при отсутствии вибрационной силы.                      Рис. 8.  Пример 2: при наличии вибрационной силы. 
( ).h 0=                                                                                             ( )..p;.h 05001 ==  
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Рис. 9.  Пример 3: при наличии вибрационной силы.                   Рис. 10.  Пример 3: при наличии вибрационной силы.  
( )..p;.h 5050 ==                                                              ( )..p;.h 5050 ==              
 

          
Рис. 11.  Пример 3: при наличии вибрационной силы.                  Рис. 12.  Пример 4: при наличии вибрационной силы.  
( )..p;.h 5050 ==                                                                            ( ).p;.h 501 ==  
 

          
Рис. 13.  Пример 4: при наличии вибрационной силы.                  Рис. 14.  Пример 4: при наличии вибрационной силы  
( ).p;.h 501 ==                                                                             ( 501 == p;.h - укрупненный масштаб).   
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Рис. 15.  Пример 4: при наличии вибрационной силы.               Рис. 16.  Пример 4: при наличии вибрационной силы.  
 ( 501 == p;.h - укрупненный масштаб).                                     ( ).p;.h 501 ==  
 
Выводы 
1. Построена принципиально новая динамическая 

модель для описания крутильных автоколебаний ре-
лаксационного типа бурильной колонны с учетом про-
цесса погружения по мере углубления забоя скважины 
при вибровращательном способе бурения. Ранее по-
добные модели никем не вводились и не рассматрива-
лись. 

2. Полученные уравнения дают полный алгоритм 
для проведения численного моделирования крутиль-
ных автоколебаний, возникающих в бурильной колон-
не при углублении забоя скважины виброционно-
вращательным способом бурения. 

Заключение 
Приведенная динамическая модель бурильной ко-

лонны нуждается в дополнительном численном и ана-
литическом исследовании. На ее основе можно перехо-
дить к другим, более общим и интересным моделям 

вибровращательного способа бурения скважин. 
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