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Исследован вопрос определения параметров упругопластического тела по характеристиками условной диаграммы рас-
тяжения или по данным марочников (справочников) материалов. В последнее время для решения задач упругопластического 
внедрения сферы широко применяется метод конечно-элементного моделирования, при этом для описания напряженно-
деформированного состояния используются диаграммы истинных напряжений при растяжении. Приведены основные модели 
упругопластических тел. Показано, что допущение о равенстве условной и истинной деформаций при определении равномер-
ной деформации εp может привести к относительной погрешности 65 %. Показано, что при определении экспоненты упроч-
нения следует учитывать на пределе текучести остаточную деформацию 0,2 %. Приведены выражение для определения 
экспоненты упрочнения n в зависимости от отношения характеристик yu σσ  условной диаграммы растяжения и величины 

Eyσ , а также соответствующие графические зависимости. Полученные результаты позволят повысить точность рас-

четов упругопластического контакта шероховатых поверхностей по методикам, разработанным авторами. 
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The question of determining the elastic-plastic body parameters is considered on the characteristics of the engineering stress-strain 
diagram or according to the data of reference materials. It is shown that recently for solving the problem of elastic-plastic sphere inden-
tation, the method of finite element modeling is widely used. At the same time is given. It is shown that the assumption of the equality of 
the engineering and true strains to uniform strain εu determining may lead to a relative error of 65%. It is shown that when determining 
the hardening exponent for yield strength, the residual deformation of 0.2% should be taken into account. The equation to the determi-
nation of hardening exponent n depending on the ratio of the characteristics yu σσ  of the engineering stress-strain diagram and the 

value of Eyσ  and the corresponding graphic relations are given. The obtained results will increase the accuracy of calculations of 

elastic-plastic contact of rough surfaces on the techniques developed by the authors. 
 
Key words: hardening exponent; yield strength; ultimate strength; uniform strain; the power Hollomon law; engineering tension 

diagram. 
 
Введение 
Вопросы внедрения сферического индентора в уп-

ругопластическое полупространство постоянно нахо-
дятся в центре внимания исследователей, в частности, 
при определении механических свойств материалов по 
параметрам твердости, в задачах трибомеханики и по-
верхностного пластического деформирования. Многие 
положения остаются недостаточно изученными, а не-
которые предлагаемые решения требуют уточнений и 
усовершенствований. В последнее время для решения 
задач упругопластического внедрения сферы широко 

применяется метод конечно-элементного моделирова-
ния [1–6 и др.], в котором для описания напряженно-
деформированного состояния используются параметры 
различных идеализированных упругопластических тел 
[7]. Так, например, авторами [1] указанный метод ис-
пользован для исследования геометрии контакта при 
нагружении и разгрузке сферы. В работе [2] авторы 
определили отношение глубины контактной линии hc к 
глубине внедрения индентора h и пластическую де-
формацию εp. Авторы [3] также определили отношение 

2chhc = . В работе [4] была определена величина на-
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вала, связанная с эффектом pile-up — пластическим 
выдавливанием материала вокруг лунки. Авторами [4] 
была определена зависимость относительного усилия 
при внедрении сферы от параметров упругопластиче-

ского тела и относительного внедрения Rhh = , где R 

— радиус сферы. 
 

Модели упругопластических тел. Наиболее часто 
используется упругопластическое тело Холломона, 
например [1; 3–5], для которого: 
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для упругопластического тела Людвика: 
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где σy — предел текучести (yield stregth); Eyy σ=ε ;   

E — модуль упругости; n — экспонента упрочнения. 
Константа K в выражении (1) находится из условия 

равенства σ при εy: 
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Второе уравнение в выражении (1) можно предста-
вить в виде: 
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где Eyy σ=ε . 

Авторы [6] для описания напряженно-
деформированного состояния используют выражение, 
подобное степенному закону Холломона: 
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где 0σ  — предел пропорциональности (proportionality 

limit stress). 
Материал, описанный выражением (4), представлен 

тремя параметрами: 0σ , E и n. 

В работе [2] используется закон, предложенный ав-
торами [8]: 
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где yσ≡σ0 ; Eyσ≡ε0 . 

Из второго уравнения (5) имеем: 
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Сравнивая полученное выражение с (1), получим 
nn ′= 1 . 

Примеры использования результатов конечно-
элементного моделирования. Одной из важных про-
блем при рассмотрении контакта сферы с упругопласти-
ческим полупространством является необходимость 
учета упрочнения материала. Подход к решению этой 
проблемы, получивший экспериментальное подтвер-
ждение, изложен в [9–11 и др.]. Суть метода заключает-
ся в использовании для описания упругопластического 
контакта диаграммы кинетического индентирования, 
пластической твердости как характеристики сопротив-
ления материала упругопластической деформации, ме-
тода подобия деформационных характеристик. Пласти-
ческая твердость представляется в виде [12]: 

 ( ) ,, yyn nKHD σ⋅ε=  (6) 

где Kn(εy, n) — параметр, определенный методом «дву-
кратного вдавливания» по М.С. Дрозду [13] с использова-
нием результатов конечно-элементного анализа [2; 4]. 

В дальнейшем результаты работ [6-9] для отдельной 
сферы использовались для сферической неровности 
при решении задач трибомеханики упругопластическо-
го контакта [14–17] и определении герметизирующей 
способности уплотнительных соединений [18]. В связи 
с важностью решения вышеуказанных задач возникает 
вопрос об уточнении параметров упругопластического 
тела. 

Определение параметров истинной диаграммы 
растяжения. При конечно-элементном моделировании 
используется идеализированная истинная диаграмма 
растяжения упругопластических тел (рис. 1), описан-
ных выше, параметры которой могут быть определены 
либо из условной диаграммы растяжения, либо из дан-
ных марочника (справочника) материалов. 

Обычно в марочнике (справочнике) задают: предел 
текучести σy, предел прочности σu (ultimate strength, в оте-
чественной литературе − σв), модуль упругости E, относи-
тельное удлинение δu, относительное сужение ψu. 

 

Рис. 1. Идеализированная истинная диаграмма растяжения 
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Далее необходимо определить экспоненту упрочне-
ния n. Рассмотрим некоторые подходы. Как указано в 
[19], экспонента упрочнения n (в работе [19] она обо-
значается m): 

( )
( ) ,

ln

ln

Tp

ТвS
n

εε
σ=  (7а) 

здесь Sв, σт — соответственно истинный предел проч-
ности и предел текучести материала; εp, εт — соответ-
ственно предельная равномерная деформация материа-
ла и допуск на остаточную деформацию, соответст-
вующую пределу текучести. 

В указанной выше работе [2] выражение (7а) оши-
бочно имело вид: 
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Однако, как будет показано ниже, в выражениях (7) 
имеются ошибки. 

Согласно данным [20] истинное удлинение: 

 ( ),1ln δ+=ε  (8) 

где δ — условное удлинение. 
Однако, как указано в работе [21, с. 94], «поскольку 

шейка при испытаниях на растяжение образуется при 
обычной (условной) деформации 10–15 % , до этого 
момента логарифмическую деформацию можно при-
близительно считать равной обычной, т. е. δ≈ε . По-
этому до образования шейки истинная диаграмма рас-
тяжения отличается от условной только по оси ординат 
и располагается выше нее». 

Как будет показано, такое допущение приводит к 
существенным ошибкам. 

Истинное временное сопротивление: 

 ( ).1 uuuS δ+σ=  (9) 

Для yε>ε согласно выражению (1) истинное на-

пряжение: 
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Из выражения (8) имеем: 

 ε=δ+ e1 , 1−=δ εe . (11) 

Преобразуя выражения (10) и (11), получим: 
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Дифференцируя выражение (12) по dε и приравни-
вая его к нулю, найдем εu: 
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Аналогичный результат представлен в [22].  

В работах С.И. Булычева [23; 24] из-за того, что бы-
ло принято δ≈ε , аналогично выражениям (12) и (13) 
имеем: 
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При 4,0=n  при определении εu получим относи-
тельную погрешность 65 %. 

Для истинных напряжений и деформаций имеем: 

 ( )uuuS δ+σ= 1 , yyS σ≈ , ( )uu δ+=ε 1ln ; (18) 

( ) yyy δ≈δ+=ε 1ln , 002,0+σ=ε+ε=ε Eyypyey . (19) 

Случай 1. Заданы: yσ , uσ , E, nu =ε . 

Экспонента упрочнения определяется из выражения: 
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Случай 2. Заданы: предел пропорциональности 0σ ,  

uσ , E, nu =ε ; E00 σ=ε . 

Экспонента упрочнения определяется из выражения: 
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Значение yε  определяем из выражения: 
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При использовании выражения (7а) получим: 
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Таким образом, используя характеристики σu и σy 
(или σu и σ0) условной диаграммы растяжения, из урав-
нения (21) (или (24)) определяем экспоненту упрочне-
ния n. На рис. 2 представлена зависимость экспоненты 
упрочнения n от отношения yu σσ  для разных значе-

ний Eyσ , определенная из  выражения (21). 

 

 
Рис. 2. Зависимость экспоненты n от отношения характери-

стик Tв σσ условной диаграммы растяжения при значениях 

005,0...0005,0=σ Ey . Точками обозначена зависимость (27) 

Заключение 
1.  Допущение о том, что δ≈ε , для 4,0=n  приво-

дит к относительной погрешности 65 % при определе-

нии uε . 

2.  При определении экспоненты упрочнения следу-
ет учитывать на пределе текучести остаточную дефор-
мацию 0,2 %. 

3.  Полученное выражение для определения экспо-
ненты упрочнения, содержащее отношение характери-
стик yu σσ условной диаграммы растяжения и отно-

шение Eyσ , позволяет повысить точность расчетов 

упругопластического контакта шероховатых поверхно-
стей по методикам, приведенным в работах [14–17]. 

 
Исследования проведены при поддержке Минобрнау-
ки России в рамках госзадания № 2014/10 на 2016 г. 
(проект № 1754). 
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