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Предлагается метод оценки динамических свойств механических колебательных систем, основанный на введении понятия 
«рычажные связи». Показано, что в системах, не имеющих в своем составе твердых тел, с которыми обычно связана про-
странственная метрика взаимодействий, возможны соотношения между параметрами движения по связным координатам. 
Такие проявления взаимодействий соотносятся с понятиями виртуальных рычажных связей. Предлагается понятие обоб-
щенного передаточного отношения виртуального рычага, связывающего выбранные точки систем. Разработана методика 
определения передаточных отношений рычажных связей на основе структурных методов построения математических мо-
делей, использующих преобразования Лапласа. Получены аналитические соотношения для оценки динамических свойств сис-
темы. 
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Method, based on the introduction of the concept «lever-type relations», has been offered to estimate dynamic properties of mechan-

ical oscillation systems. It has been shown that ratios between motion parameters for connected coordinates are possible in the systems 
that do not have any solid bodies in the structure, which are normally connected with spatial metric of interactions. Such ratios corre-
late with the concepts of virtual lever-type relations. Concept of a generalized transfer ratio for the virtual lever that connects the se-
lected system points has been offered. To determine transfer ratios for lever-type relations, method, based on structural methods of 
building mathematical models with Laplace transformation used, has been developed. To assess dynamic properties of the system, ana-
lytical ratios have been received. 

 
Key words: lever-type relations; transfer functions; transfer ratio; structural schemes. 

 
Введение. Рычажные взаимодействия в механиче-

ских колебательных системах достаточно разнообраз-
ны в своих проявлениях и находят отражение в форми-
ровании приведенных массоинерционных и упруго-
диссипативных характеристик [1; 2]. В этом отношении 
представляют интерес идеи построения математиче-
ских моделей, отражающих свойства квазипружин или 
блоков из типовых элементов, образующих структуры, 
взаимодействия которых, несмотря на усложнение 
форм, подчиняются правилам последовательного и 
параллельного соединения пружин и правилам других 
структурных преобразований, характерных для теории 
автоматического управления [3]. 

В предлагаемой статье развивается подход, в рам-
ках которого механическая колебательная система с 
несколькими степенями свободы рассматривается в 
плане выявления характерных связей между парамет-
рами состояния системы, принимающими форму ры-
чажных связей. 

I. Общие положения. Особенности постановки 
задачи исследования. Рассматривается механическая 
колебательная система в двух вариантах (рис. 1 а, б). В 
первом случае рассматривается система с двумя степе-
нями свободы с силовыми и кинематическими возму-
щениями (рис. 1 а). Во втором случае представлена 



Systems. Methods. Technologies S.V. Belokobylsky et al. Ratios between … 2015 № 3 (27) p. 7-14 

8 

система с тремя степенями свободы, но крайние мас-
соинерционные элементы также соединены между со-
бой упругим элементом с жесткостью k13, что может 
быть рассмотрено как замкнутая механическая цепь. В 
системе также присутствуют силовые и кинематиче-
ские возмущения (Q(t), z(t)). Массоинерционные эле-
менты в системах совершают малые колебания. Обе 
системы представлены в линейной постановке. 

Задачей исследования является оценка устойчивых 
соотношений между параметрами системы, отражаю-
щих связи рычажного типа при поступательных коле-
бательных движениях. 
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Рис. 1. Расчетная схема виброзащитных систем: а) с двумя 
степенями свободы; б) с тремя степенями свободы 
 

Системы на рис. 1 а, б отличаются числом степеней 
свободы и возможностями формирования взаимодей-
ствий между массоинерционными элементами. В каче- 

 

стве объекта защиты в обеих схемах (рис. 1 а, б) выби-
раются массы m1. 

Для системы на рис. 1 а уравнения движения могут 
быть составлены с использованием уравнения Лагран-
жа 2-го рода и последующими преобразованиями Лап-
ласа [4]. Коэффициенты уравнений движения для сис-
темы на рис. 1 а приведены в табл. 1, где p = jω — 
комплексная переменная (j = √–1); значок (~) означает 
изображение по Лапласу. 

Внешние возмущения в системе представлены си-

ловыми возмущениями 1

~
Q  и 2

~
Q , непосредственно 

приложенными к массоинерционным элементам m1 и 
m2 соответственно. 

Таблица 1 

Коэффициенты уравнений движения системы 
в координатах 

1
~y , 

2y%  

11a  12a  

2
1 1 2m p k k+ +  2k−  

21a  
22a  

2k−  2
2 2 3m p k k+ +  

Обобщенные силы Обобщенные силы 

1

~
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~
Q  

 
На рис. 2 а, б, в приведены варианты структурных 

схем, в которых путем преобразований выделены осо-
бенности структурных интерпретаций математической 
модели. 
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Рис. 2. Структурные схемы виброзащитной системы (рис. 1 а): а) детализированная структурная схема; б) структурная схема с 

исключенной координатой 
2y% ; в) схема с исключенной координатой 

2y%  ( 0
~

1 ≠Q , 
2 0Q ≠% ) 

В данном случае в точке (1) на рис. 2 в силы 1

~
Q  и 

2

~
Q  суммируются. Для получения реакции системы 

может быть использован принцип суперпозиции [5]. 

II. Особенности математических моделей дина-
мических взаимодействий между парциальными 
системами. 

1) Рассматривается случай силового возмущения Q1 
≠ 0, Q2 = 0 (рис. 1 а). Определим, используя структур-
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ную схему на рис. 2 а, передаточную функцию при 

силовом возмущении 1

~
Q : 
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где A0 — характеристическое частотное уравнение: 

2 2 2
0 1 1 2 2 2 3 2( )( )A m p k k m p k k k= + + + + − .        (3) 

Используя (2), (3), найдем отношение координат в 
преобразованиях по Лапласу: 

32
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piоб ++
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Полагаем, что iоб(p) можно рассматривать как неко-
торое обобщение передаточного отношения рычажной 
связи, которая проявляется между координатами мас-
соинерционных элементов исходной системы 
(рис. 1 а). При p → 0, что соответствует близости к ста-
тическому внешнему воздействию: 

2
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( )об
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При p = 0 передаточное отношение рычажной связи 
iоб(p) принимает постоянное значение, определяемое 
выражением (5). То есть в случае статического воздей-

ствия соотношения между координатами 1
~y  и 2

~y  оп-
ределяются соотношениями коэффициентов жесткости 
упругих элементов, а система представляет собой, в 
некотором смысле, аналог рычага. Связи между пара-
метрами состояния системы в таком случае можно на-
зывать рычажными. В системах поступательного дви-
жения при заданных формах внешних воздействий (пе-
ремещения нижнего основания) такой виртуальный 
рычаг, создающий отношения (5), может быть отнесен 
к рычагам 1-го рода [6]. 

Особенность такого виртуального рычага заключа-
ется в том, что передаточное отношение (5) зависит от 
частоты внешнего воздействия. В частности, при: 

2 2 3
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ω
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=                                  (6) 

передаточное отношение iоб(p) → ∞, что соответствует 
частным формам расположения точки опоры виртуаль-
ного рычага. При увеличении p  = jω (ω — частота 
внешнего воздействия) передаточное отношение вир-
туального рычага меняет знак, то есть становится от-
рицательным. В этом случае виртуальный рычаг 1-го 
рода трансформируется в рычаг второго рода. В физи-
ческом смысле, вышеприведенное относится к формам 
движения элементов с массами m1 и m2. Они движутся 
либо в фазе, либо в противоположных направлениях. 
Если p) → ∞, то iоб(p) → 0. 

2) При внешнем возмущении Q1 = 0, Q2 ≠ 0 переда-
точные функции системы принимают вид: 
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что отличается от выражения (5). В данном случае вы-
полняется условие: 

( ) ( ) 1об обi p i p′⋅ = .                          (11) 

3) При суммарном силовом воздействии при Q1 ≠ 0, 
Q2 ≠ 0 ( QQQ

~~~
21 == ) передаточные функции системы 

(рис. 1 а) принимают вид: 
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Реакция системы на общее силовое возмущение со-
стоит из двух компонент силового воздействия. Отно-
шение координат 1y%  и 2y%  имеет вид: 
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При p → 0, то есть в статическом состоянии: 
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В свою очередь, при p → ∞ выражение (13) приво-
дится к виду: 
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Модуль отношения 2

1
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y
i p
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%

%
, определяемого 

выражением (14), зависит от частоты внешнего воздей-
ствия, что представлено на рис. 3 а, б, в. 

Таким образом, рычажные связи достаточно разно-
образны, определяются соотношениями жесткостей 
упругих элементов и зависят от частоты внешнего воз-
действия. Точки «перелома» частотных характеристик 
в области изменения частот на оси абсцисс определяют 
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знак передаточного отношения, что обусловливает вид 
рычажных связей (рычаги 1-го или 2-го рода [6]), а 

также формы взаимных движений элементов m1 и m2 
по координатам y1 и y2. 
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Рис. 3. Графики зависимостей передаточного отношения iоб(p) от условий силового возмущения при возрастании частоты 
внешнего воздействия: а) вариант силового возмущения Q1 ≠ 0, Q2 = 0; б) вариант Q1 = 0, Q2 ≠ 0; в) вариант Q1 = Q2 = Q  — 
суммарное действие  

 
III. Рычажные связи в системах с тремя степе-

нями свободы. Расчетная схема системы с тремя сте-
пенями свободы может быть трансформирована к виду, 
как показано на рис. 4 а, б, где в качестве объекта за-
щиты выбран массоинерционный элемент m3. Струк-
турная схема (рис. 4 б) может быть построена на осно-
ве математической модели в виде системы трех диффе-
ренциальных уравнений, получаемых с использовани-
ем уравнения Лагранжа 2-го рода и последующих пре-
образований Лапласа [4]. Система (рис. 4 б) состоит и 
трех парциальных блоков, взаимодействующих между 
собой. В качестве внешних воздействий выбираются 
кинематические возмущения z1(t) и z2(t) со стороны 
опорных поверхностей.  

Расчетная схема (рис. 4 а) является преобразовани-
ем схемы на рис. 1 б. Отличие между рис. 4 а и 1 б за-
ключается в выделении объекта защиты и определении 
его положения (в данном случае элемента m3). Можно 
показать, что в системе на рис. 4 а связи между движе-
ниями по координатам y1 и y2 в целом будут такими же, 
как и в системе с двумя степенями свободы (рис. 1 а). 
В  соотношениях между 

2
~y  и 

1
~y  проявляются опреде-

ленные локальные свойства динамических взаимодей-
ствий между элементами. Ниже на основе использова-
ния формул Крамера [5] показано, что в системах с 
двумя степенями свободы (рис. 1 а) и с тремя степеня-
ми свободы (рис. 1 б и рис. 4 а) основная схема взаи-
модействия сохраняется. Последнее объясняется осо-
бенностями межкоординатных связей, которые, по су-

ществу, обеспечивают формирование замкнутой цепи 
или блока через упругие элементы k2, k3, k13. В данном 
случае движение элемента m3 с координатой y3 при 
наличии упругого опирания элементов m1 и m2 через 
пружины k3 и k13 создает такую же схему динамических 
взаимодействий, как и на рис. 1 а, при условии, что обе 
опорные поверхности колеблются синхронно, и выпол-
няется условие (z1 = z2 = z). При этом Q1 = 0, Q2 = 0. 

В табл. 2 приведены коэффициенты системы урав-
нений движения в операторной форме в координатах 

1y% , 2y% , 3y%  

Таблица 2 

Коэффициенты уравнений движения 
в координатах 

1y% , 
2y% , 

3y%  

11a  12a  13a  
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1 1 2 13m p k k k+ + +  
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32a  33a  
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3k−  2

3 3 4 13m p k k k+ + +  

Обобщенные 
силы 

Обобщенные 
силы 

Обобщенные 
силы 

1 1k z  0 2 2k z  
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Рис. 4. Расчетная (а) и структурная (б) схемы виброзащитной системы с тремя степенями свободы 
 
Элементы m1 и m2 образуют динамический гаси-

тель. Рассмотрим особенности рычажных связей между 
координатами y1 и  y2. Используя формулы Крамера [5], 
запишем, что: 
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где: 
2 2 2

10 11 22 33 11 32 22 13 33 12 12 13 232A a a a a a a a a a a a a= − − − +
 — характеристическое уравнение. 

1. Если принять, что 0~
2 =z , то при входном воз-

действии 0~
1 ≠z , получим передаточные функции при 

кинематическом возмущении: 
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или: 
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При  p → 0 передаточное отношение рычажной свя-
зи определится: 
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Отметим, что при частоте: 
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значение )(
0

об
2

pi
z =

 становится равным нулю. Так как зна-

менатель (23) является биквадратным уравнением, то 
при двух значениях частоты внешнего воздействия 

∞→
=

)(
0z

об
2

pi . Отметим, что частотная характеристика 

2

1

y

y

%

%
 по внешнему виду соответствует амплитудно-

частотной характеристике системы из элементов m1, 
m2, k1,  k2,  k3,  k4,  k13 при кинематическом возмущении 

3y%  (рис. 4 а). 

2. При рассмотрении случая z1 = 0, z2 ≠ 0 соответст-
вующие передаточные функции принимают вид: 
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С учетом (26), (27): 
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При p → 0 выражение (28) преобразуется к виду: 
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а при p → ∞ соответственно: 
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Рис. 5. Частотные характеристики передаточного отношения рычажных связей iоб(p) при различных сочетаниях параметров 
в зависимости от частоты внешнего воздействия: а) режим динамического гашения в дорезонансной области; б) режим ди-
намического гашения в зарезонансной области 

Отметим, что при внешнем возмущении z2 ≠ 0 зави-
симость передаточного отношения )(

01

pi
z
об

=
 от частоты 

ω имеет вид, как показано на рис. 5.  

В теоретическом плане интересно соотношение па-
раметров, при котором режимы резонанса и динамиче-
ского гашения совпадают. В этом случае из условия: 
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2 2
2 3 13 13 3 1 2 13 3 2 3 2 3( ) ( ) ( )k k k k k k k k k k k k k+ + + = + +      (31) 

могут быть найдены соотношения между жесткостями. 
Передаточное отношение iоб(p) становится неопреде-

ленным и имеет вид 
0

0 , что может быть разрешено на 

основе правила Лопиталя [7], в рамках которого в дан-
ной ситуации iоб(p) будет иметь конечное значение, z1 = 
0, а рычажная связь будет соответствовать представле-
ниям о виртуальном рычаге первого рода. Расположе-
ние зон, соответствующих определенным формам ры-
чажных связей, можно определить из графиков на рис. 
6 а, б, получаемых на основе зависимостей, приведен-
ных на рис. 5.  

( )î ái p

ω ω

( )î ái p

 

Рис. 6. Графики зависимостей передаточного отношения 
рычажной связи от частоты: а) режим динамического гаше-
ния колебаний в дорезонансной области; б) режим динамиче-
ского гашения колебаний в зарезонансной области 

 

На рис. 6 а, б показаны области частот внешнего 
возмущения, при которых проявляется рычажная связь, 
соответствующая рычагу 1-го рода ( обозначено знаком 
(+)) и рычагу 2-го рода (знак (–)). 

3. При суммарном действии двух силовых факторов 
(z1 = 0, z2 = 0) оценка параметров взаимодействия мо-
жет быть проведена так же, как и ранее, на основе 
предположения, что z2 = αz1, тогда: 
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В этом случае график зависимости iоб(p) от частоты 
будет иметь достаточно разнообразные формы, кото-
рые определяются не только соотношениями парамет-
ров системы m1, m2, k1 ÷ k4, k13, но и значениями коор-
динат связи между внешними воздействиями α. На 
рис. 7 показаны возможные варианты расположения 

графиков зависимостей )p(обi  от частоты ω. 
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Рис. 7. Варианты расположения частотных зон, соответствующих определенным видам рычажных связей: а) динамическое 
гашение колебаний в дорезонансной зоне; б) динамическое гашение колебаний в межрезонансной зоне (знаки (+) и (–) соот-
ветствуют рычажным связям, характерным для рычагов 2-го и 1-го родов); ω0 — частота динамической гашения 
 

Динамические взаимодействия в механических ко-
лебательных системах различного назначения, в том 
числе и виброзащитных, могут проявляться через со-
отношения амплитуд колебаний по координатам свя-
занных движений. Такие типы соотношений харак-
терны для статических состояний, когда приклады-
ваемые возмущения не являются периодическими, но 
их действие проявляется в установлении определен-
ного распределения смещений по координатам. От-

ношения между смещениями координат зависят не 
только от конфигурации системы, но и от соотноше-
ния жесткостей. 

Заключение 
1. Предлагается обобщенный подход в оценке ры-

чажных связей в механических колебательных систе-
мах, понимаемых как некоторые соотношения между 
двумя координатами в форме, характерной для взаимо-
связей в рычагах 1-го и 2-го рода. По отношению к 
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системам поступательных колебательных движений 
также рычажные связи предлагается соотносить с вир-
туальными рычагами. 

2. Показано, что передаточные отношения вирту-
альных рычагов зависят от параметров системы, кото-
рая может находиться как под действием статических, 
так и динамических возмущений силового и кинемати-
ческого видов. 

3. Разработана методика определения передаточных 
отношений виртуальных рычагов или рычажных связей 
на основе использования операторных соотношений в 
преобразованиях Лапласа. 

4. Рассмотрены особенности передаточных отноше-
ний как универсальной формы, отражающей свойства 
рычажных взаимодействий в целом. Показано, что реа-
лизация рычажных связей соотносится с представле-
ниями о выборе определенных частотных диапазонов, 
в которых доминирует определенная форма рычажной 
связи. Изменение частоты гармонического внешнего 
возмущения влияет на параметры передаточного отно-
шения. 

5. Показано, что существенное влияние на парамет-
ры рычажных связей имеют суммарные взаимодейст-
вия внешних факторов. Предложена методическая ос-
нова для оценки возможностей изменения динамиче-
ских свойств путем выделения коэффициентов связей 
внешних воздействий. Практическая реализация такого 
рода управления динамическим состоянием может 
быть достигнута введением специального генератора 
возмущающих сил. 

6. Представления о рычажных связях создают осно-
ву для определения форм совместных взаимосвязанных 
движений элементов в системах с несколькими степе-
нями свободы и роли управляющих динамическим со-
стоянием факторов, одним из которых является частота 
внешнего возмущения. 
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