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В статье рассмотрены основы метода построения математических моделей механических колебательных систем с со-

членениями звеньев и способы изменения динамических свойств систем в задачах виброзащиты и виброизоляции технических 
объектов. Сочленение локализует место динамического взаимодействия, что требует разработки детализированной мето-
дики построения математических моделей, позволяющих определять те или иные параметры механических систем. В идеа-
лизированном виде сочленение привносит в систему определенные кинематические ограничения. Так, например, сочленение 
обеспечивает одинаковые скорости двум точкам, которые принадлежат разным телам. В этой точке возникают динамиче-
ские реакции. Место расположения сочленения изменяет приведенные значения массоинерционных, упругих и других характе-
ристик системы. В реальных условиях в сочленениях возникают силы трения. Если сочленения обладают упругими свойства-
ми, то учет таких особенностей деталей связан с повышением сложности математических моделей и увеличением числа 
рассматриваемых независимых степеней свободы движения. Переход к идеализированной системе может быть осуществлен 
увеличением жесткости сочленения, что в предельном переходе приводит к упрощению математической модели. 
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The article describes the basics of the method of constructing mathematical models of mechanical oscillatory systems with link con-
nections and ways to change dynamic properties of the systems in problems of vibration protection and vibration isolation of engineer-
ing objects. Connections locate the place of dynamic interaction that requires the development of detailed methodology of construction 
of mathematical models to determine certain parameters of mechanical systems. Ideally such connections bring certain kinematic con-
straints in the system. For example, the connection provides the same speed for two points belonging to different bodies. Dynamic re-
sponse takes place in this point. Location of the connection changes the values of baricentric, elastic and other characteristics of the 
system. In real conditions friction forces takes place in the connections. If the connections have elastic properties, the registration of 
such peculiarities of details is connected with the increase of complexity of mathematical models and the quantity of independent de-
grees of freedom considered. The transition to an idealized system can be implemented by increasing the stiffness of the connection that 
leads to a simplification of the mathematical model in limiting process. 
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Введение. Контроль за изменением динамического 

состояния машин, агрегатов, узлов и передач можно отне-
сти к одной из актуальнейших проблем современной тех-
ники, что находит подтверждение в развитии и расшире-
нии исследований, составляющих междисциплинарную 
область науки и техники, формирующую продвижение в 
теоретической и прикладной механике, теории управле-
ния, вибродиагностике, робототехнике, мехатронике. 
Особое направление составляют задачи транспортной 
динамики, в которых проблема обеспечения надежности 
и безопасности функционирования оборудования и агре-
гатов связана с необходимостью обновления соответст-
вующих условий труда операторов машин.  

Повышение требований к безопасности работы ма-
шин и технологического качества оборудования стиму-
лируют дальнейшее развитие, углубление и расширение 

поиска способов и средств снижения вибрационной ак-
тивности, защиты технических объектов и человека-
оператора от воздействия вибраций, а также разработку 
управляемых виброзащитных систем. Последние все 
чаще применяются на практике и представляют собой, 
по существу, специализированные системы автоматиче-
ского управления с развитыми приводами и системами 
обработки информации. 

Общие сведения о сочленениях. Обобщенное 
представление об основных свойствах динамических 
гасителей (ДГ) колебаний связано с присоединением 
одних элементов к другим. При этом в схемах важны 
детали и конструктивные формы соединений, посколь-
ку именно они часто определяют возможности ДГ. 
Можно утверждать, что введение динамического гаси-
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теля как дополнительного устройства [2] соответствует 
введению в механическую колебательную систему так 
называемых дополнительных связей [1]. Конструктив-
ные особенности дополнительных связей можно уви-
деть в том, что они должны иметь точки крепления, то 
есть принимать форму дуальных элементов и обеспе-
чивать возможность создания в динамическом смысле 
некоторых структур или блоков, что определяется со-
членениями. В простейших формах сочленение интер-
претируется как кинематическая пара [3]. Последнее 
позволяет рассматривать в механических колебатель-
ных системах, в случае необходимости, сочленения 
элементов систем или звеньев, твердых тел, часто при-
нимающих форму сочленения стержней между собой 
или стрежней и твердых тел. Учет сочленений необхо-
дим для динамических расчетов, поскольку их наличие 
определенным образом меняет динамику системы. В 
реальных конструкциях сочленение может обладать 
упругими и диссипативными свойствами, что выража-
ется через дополнительные степени свободы взаимного 
движения. Однако, делая жесткость упругих соедине-
ний высокой, мы можем переходить к введению или 
формированию сочленения как элемента, ограничи-
вающего свободу движений [4].  

Учет сочленений часто связан с рассмотрением в 
механических системах рычажных соединений, ры-
чажных механизмов, рычажных связей [5; 6 и др.], что 
привносит определенную специфику в оценку спектра 
динамических возможностей механических колеба-
тельных систем, в частности виброзащитных. 

Рассмотрение конструктивно-технических форм реа-
лизации в технических системах функций упругих, дис-
сипативных и упруго-диссипативных звеньев показыва-
ет, что так называемые элементарные звенья остаточно 
сложны по своему устройству, содержат соединения 
твердых тел между собой и могут называться шарнира-
ми. В свою очередь шарниры являются кинематически-
ми парами, которые представлены в теории механизмов 
и машин в нескольких классификациях. Наибольшее 
распространение получили кинематические пары V 
класса (вращательные шарниры, поступательные пары), 
IV класса (зубчатые передачи, кулачковые механизмы) и 
пары III класса (сферические шарниры). 

Сочленение твердых тел характерно для машин, по-
скольку последние состоят из механизмов, а те, в свою 
очередь, представляют собой механические цепи, со-
стоящие из твердых тел, соединенных кинематически-
ми парами. В теории механизмов и машин развит ана-
литический аппарат, позволяющий решать задачи ста-
тики, кинематики и динамики сочленений. В теории 
колебаний механических систем сочленения твердых 
тел рассматриваются в задачах теоретической механи-
ки, например при рассмотрении движения физических 
маятников с одной и двумя степенями свободы, бифи-
лярных подвесов, горизонтальных маятников сейсми-
ческих приборов и др. [3]. Вместе с тем в строении ме-
ханических колебательных систем имеется определен-
ная специфика, поскольку такие системы состоят из 
твердых тел или материальных точек, соединяемых 
пружинами и демпферами. При этом, как правило, 
внимание не фиксируется на физических формах само-
го соединения и его деталях, однако вид самого соеди-

нения как такового имеет значение. Сочленение лока-
лизует место динамического взаимодействия, что тре-
бует разработки детализированной методики построе-
ния математических моделей, позволяющих опреде-
лять те или иные параметры механических систем. 

В идеализированном виде сочленение привносит в 
систему определенные кинематические ограничения. 
Так, например, сочленение обеспечивает одинаковые 
скорости двум точкам, которые принадлежат разным 
телам. В этой точке возникают динамические реакции. 
Место расположения сочленения изменяет приведен-
ные значения массоинерционных, упругих и других 
характеристик системы. В реальных условиях в сочле-
нениях возникают силы трения. Если сочленения обла-
дают упругими свойствами, то учет таких особенно-
стей деталей связан с повышением сложности матема-
тических моделей, с увеличением числа рассматривае-
мых независимых степеней свободы движения. Пере-
ход к идеализированной системе может быть осущест-
влен увеличением жесткости сочленения, что в пре-
дельном переходе приводит к упрощению математиче-
ской модели.  

Расчетная схема виброзащитной системы (ВЗС) 
(рис. 1) представлена двумя блоками (контуры I и II). В 
основе блоков — твердое тело, обладающее массой и 
моментом инерции; в составе ВЗС задействованы уп-
ругие элементы. Предполагается, что смещение центра 
тяжести блока I не оказывает существенного влияния 
на динамику системы в целом, а силы сопротивления 
достаточно малы. 

Расчетная схема в виде колебательной системы с 

тремя степенями свободы ( )2y y÷  может рассматри-

ваться как фрагмент ВЗС, в которой совместно работа-
ют блок I (контур I на рис. 1) и блок II (контур II на 
рис. 1), состоящий из твердого тела, опирающегося на 
упругие опоры. Контуры I и II находятся во взаимодей-
ствии через упругий связующий элемент 01.k  

y y
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Рис. 1. Расчетная схема колебательной виброзащитной     
системы, имеющей два контура взаимодействия 
 

Развивая высказанные выше положения о сочлене-
ниях твердых тел как соединениях твердых тел, при-
нимающих форму вращательного шарнира, отметим, 
что, полагая жесткости 01k  и 0k  достаточно большими, 
расчетную схему можно преобразовать (рис. 2). 
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Рис. 2. Преобразованная расчетная схема, содержащая сочле-
нения 

 
Полученная в результате упрощения схемы на 

рис. 1 расчетная схема (рис. 2) использовалась, напри-
мер, в работе [7], однако вопрос об особенностях со-
членений здесь не рассматривался. Преобразованная 
схема отражает возможность получения расчетных 
схем с двумя сочленениями. 

Запишем выражения для кинетической и потенци-
альной энергий для расчетной схемы ВЗС (рис. 2): 

( ) 22
2

1 2

1

2

1
ymymmT && ++=                    (1)  

                                                                              

( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 2 2 3

1 1 1

2 2 2
П k y z k y z k y z= − + − + − ,    (2) 

где 2y&  — скорость элемента массой 2m  в абсолютном 
движении, которая определяется выражением: 
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Знак «минуc» отражает изменение движения, вы-
званное рычагами второго рода. Таким образом, най-
дем, что (1) преобразуется к виду: 

( ) [ ( ) ]222
2

1 1
2

1

2

1
iziymymmT ++−++= &&& ,     (3) 

где 
1

2

l

l
i =  — передаточное отношение рычага. 

Потенциальная энергия определяется выражением: 
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Используя формализм Лагранжа, получим диффе-
ренциальное уравнение движения для системы (рис. 2): 

3211)1(222)1(2
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Для дальнейших расчетов примем, что 

1 2 3 1; 0z z z k= = =  и 2 0,k =  тогда передаточная функция 
системы примет вид: 

( ) ( )
( )

( )
( ) kpimmm

kipim

pz
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+++
++==

22
21

2
2 1

,            (6) 

где ω= jp  — переменная Лапласа ( 1−=j ). В каче-
стве примера на рис. 3 показано семейство амплитуд-
но-частотных характеристик, построенных на основе 

(6) при изменении параметра i в пределах от 0÷3 с 
шагом 0,5. В качестве исходных приняты следующие 
параметры системы: 100m = кг; 1 2 20m m= =  кг; 

10000k = Н/м. 

 
 
Рис. 3. Семейство амплитудно-частотных характеристик сис-
темы с передаточной функцией 
 

На рис. 3 через 1 6ω чω  обозначены частоты дина-
мического гашения. Соответствующие значения частот 
собственных колебаний в сопоставлении с частотами 

1 6ω чω приведены в табл. 1. 
Таблица 1 

Значения частот собственных колебаний в  
сопоставлении с частотами 1 6ω чω для системы (рис. 2) 

i  0,5 1 1,5 2 2,5 3 

Значение 
частот 

динамического 
гашения 

1ω  2ω  3ω  4ω  5ω  6ω  

25.81 15.81 11.54 9.12 7.55 6.45 

Значение 
частот 

собственных 
колебаний 

соб1ω  2собω  соб3ω  соб4ω  соб5ω  соб6ω  

8.94 8.45 7.78 7.07 6.38 5.77 

 
Особенность амплитудно-частотных характеристик 

заключается в том, что при увеличении i происходит 
смещение частот динамического гашения влево, то есть 
разность частот 61 ω−ω  уменьшается. При этом часто-
та собственных колебаний тоже уменьшается, но го-
раздо медленнее. На высоких частотах коэффициент 
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передачи амплитуды колебаний после режима динами-
ческого гашения стремится к предельному значению 

2
2 2

1 2

( ) 1
p

m i m i
W p

m m m i→∞
+= <

+ +
; чем больше ,i тем 

больше будет значение ( )
p

W p →∞  при i → ∞  – 

0
( ) 0

p
W p → = .  

Заключение 
Разработка метода построения математических мо-

делей колебательных механических системах при на-
личии сочленений между отдельными звеньями позво-
ляет исследовать динамические эффекты системы с 
целью создания методологических основ для поиска и 
разработки способов и средств вибрационной защиты 
объектов. 
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