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Статья посвящена определению деформации при внедрении сферы и ее взаимосвязи с деформацией при растяжении. 
Этот вопрос является ключевым при разработке методов безобразцового определения механических свойств материалов по 
параметрам твердости (прямая задача) и описания упругопластического внедрения сферы при известных механических свой-
ствах (обратная задача). Рассмотрены методы определения деформации начиная с работы Д. Тэйбора и его модификации, 
которые получил название метод ABI (Automated Ball Indentation). Данный метод использован в руководящем документе РД 
ЭО 0027-2005 концерна «Росэнергоатом». Недостатком метода является игнорирование эффектов «sink-in/pile-up». Указа-
но, что в последнее десятилетие для определения деформации широко используется конечно-элементный анализ, который 

учитывает эффекты «sink-in/pile-up» путем введение параметра hhc c=2 , где hc − глубина внедрения, по которой происхо-

дит контакт с материалом, h − глубина внедрения от уровня исходной поверхности. Из анализа С.И. Булычева следует, что 
при исследовании корреляции диаграмм твердости и растяжения исходят из эмпирического закона Майера. Приведено вы-
ражение, посредством которого осуществляется переход от диаграмм растяжения к диаграмм твердости и наоборот. 

Авторами отмечена бесперспективность определения деформации по методу ABI с учетом современных представлений о 
разгрузке отпечатка и целесообразность использование подхода С.И. Булычева, основанного на взаимосвязи индекса Майера 
m и экспоненты упрочнения n. Целесообразность данного подхода показана с использованием результатов конечно-
элементного моделирования. 
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Review of the methods for determining elastic-plastic deformation  

under spherical indentation 

 
P.M. Ogarа, D.B. Gorokhovb 
 
Bratsk State University; 40, Makarenko St., Bratsk, Russia 
aogar@brstu.ru, bdenis_gorohov@mail.ru 
Received 15.08.2015, accepted 10.09.2015 
 
The paper is devoted to the determination of the deformation under spherical indentation and its relationship to the tensile strain. This 
is a key issue when developing methods for non-invasive determination of material mechanical properties on the hardness parameters 
(direct problem) and when describing elastic-plastic spherical indentation under certain mechanical properties (inverse problem). Me-
thods for determining deformation have been studied, beginning with D. Tabor’s work. Modification of his method is called ABI method 
(Automated Ball Indentation) and is used in the guidance document RD EO 0027-2005 of Rosenergoatom Concern OJSC. A disadvan-
tage of this method is «sink-in/pile-up» effect’s neglect. It has been found that finite-element analysis is widely used to determine defor-

mation over the past decade. The analysis takes «sink-in/pile-up» effects into account by introducing a parameter hhc c=2 , where hc is 

a penetration depth, for which the contact with the material takes place; h is a penetration depth from the level of the original sur-
face.According to S.I. Bulychev’s analysis, it follows that when studying the correlation of the hardness and tensile diagrams, the empir-
ical Mayer’s law is used. An expression has been shown by which it is possible to transfer from tensile diagram to hardness diagram 
and vice versa. 

The authors have noted the lack of prospects when determining the deformation by ABI method in accordance with modern concepts 
of indentation unloading and the practicability of using S.I. Bulychev’s approach based on the relationship of the Mayer’s index m and 
hardening exponent n. Practicability of this approach has been shown by using the results of finite-element modeling. 

 
Key words: indentation diagram; spherical indentation; deformation; tensile diagram; tensile strain; ABI (Automated Ball Indenta-

tion); finite-element model; Mayer law. 
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Введение. В настоящее время для описания истин-
ных напряжений при растяжении (сжатии) использует-
ся степенной закон Холломона: 
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где Е — модуль упругости; yσ  — предел текучести; n 

— экспонента упрочнения; K — постоянная для данно-
го материала. 

Из условия равенства: 

 n
yy KE ε=ε=σ  

следует: 

 n
yEK −ε= 1 . (2) 

Учитывая, что общая деформация состоит из двух 
частей: 
 ,py ε+ε=ε  

для yσ>σ , с учетом выражений (1) и (2) и полагая 

rp ε=ε , имеем: 

( )nyryr E σε+σ=σ 1  

или: 

 ( )nyryr εε+σ=σ 1 ,     (3) 

где Eyy σ=ε . 

Вопрос об оценке величины деформации при вдав-
ливании сферы и ее взаимосвязи с деформацией при 
растяжении является одним из ключевых при разра-
ботке методов безобразцового определения механиче-
ских свойств материалов по параметрам твердости [1] 
(прямая задача) и описании упругопластического вне-
дрения сферы при известных механических свойствах 
(обратная задача). 

Методы определения деформации. Благодаря об-
ширному анализу экспериментальных данных Д. Тей-
бор в 1951 г. предложил следующее соотношение [2] 
для описания деформации при внедрении сферы: 

 ,2,0
D

dp
p =ε  (4) 

где dp — диаметр отпечатка; D — диаметр индентора. 
Согласно такому подходу эффекты «sink-in / pile-up» 
были проигнорированы. Соответствующие напряжения 
описываются выражением: 
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ψ

=σ m
t

p
 (5) 

где pm — среднее давление; ψ — ограничивающий фак-
тор, для упругого идеальнопластического тела 3=Ψ ; 
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где P − нагрузка, приложенная к индентору. 

Так как RaDd cp = , где ac − радиус отпечатка,  

DR 5,0= , то выражение (4) можно переписать в виде 

   ,sin γβ=εr  (6 а) 

где 2,0=β , γ − половина угла вдавливания индентора в 

материал. 
В работе [3] авторами был предложен новый подход 

к определению εr: 
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где 14,0=α . 
Подход Тейбора Д. впоследствии был модифицирован 

для упругопластической области Франсисом Х. А., затем 
с минимальными изменениями Хаггагом Ф. В. [4]: 

 








≥ϕ
<ϕ<ϕ+

≤ϕ
=Ψ

.3,27,87,2

;3,271,log53,012,1

;1,12,1

 (7) 

 ,
43,0

*

t

pE

σ
ε

=ϕ  (8) 

 
122

* 11
−










 ν−+ν−=
m

m

i

i

EE
E , (9) 

где νi, νm и Ei, Em — коэффициенты Пуассона, модули 
упругости материала индентора и испытываемого об-
разца соответственно; 
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Авторы [6] предложили заменить уравнение (10) 
следующим выражением: 

 ( ),2 cc hDhd −=  (11) 

где hc – глубина, вдоль которой имеется контакт между 
сферой и полупространством. 

Метод безобразцового определения механических 
свойств, предложенный авторами [3–5], является од-
ним из наиболее распространенных и получил название 
«метод ABI» (Automated Ball Indentation). Данный ме-
тод описан также в руководящем документе РД ЭО 
0027-2005 [7]. 

Для каждого цикла нагружения до Ddt анализиру-
ем следующую зависимость: 
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где *A  — константа; m — индекс Майера, 

 ( ).4 22
ttt hDhd −=  (13) 
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В дальнейшем параметр *A  используется для рас-
чета предела текучести: 

 ,*Amy β=σ  (14) 

где 229,0=βm  — константа для определенного класса 

материалов. 
Несмотря на принципиальные недостатки, связан-

ные с игнорированием эффектов «sink-in / pile-up» и 
примитивной схемой разгруженного отпечатка, метод 
ABI находит применение и в настоящее время, напри-
мер в работах [8; 9]. 

К следующему усовершенствованию процедуры 
определения деформации при внедрении сферы можно 
отнести результаты работы [10], полученные конечно-
элементным моделированием для 5,0...0=n , 

ГПа200...4,0* =E : 
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Для оценки характеристик упрочняемого материала 
методом сферического индентирования в последнее 
десятилетие широко используется конечно-элементный 
анализ (FEA — finite element analysis) [10–16 и др.]. В 
указанных работах деформация εr является функцией 
отношения ,Rh  где h — величина внедрения от ис-

ходной поверхности; R — радиус сферы. 
В работе [11] характеристики упругопластического 

контакта при внедрении сферического индентора опи-
сываются полиноминальными функциями, полученны-
ми в результате конечно-элементного анализа: 
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где rσ  – определяется выражением (4). Значения 200 

коэффициентов ,ijka  ijkb  получены для 

004,0001,0 K=ε y , 2,00K=n  и .12,00K=rh  

Вкладом авторов [11] в процедуру определения де-
формации является определение диаметра пятна кон-
такта с учетом эффектов «sink-in / pile-up»: 

 
.)(22 22222 hchDchDhd cc −=−=  (20) 

Используя выражения (18) и (3), можно построить 
диаграмму истинных напряжений при внедрении сфе-
ры в зависимости от величины деформации. 

Важной характеристикой при описании упругопла-

стического контакта является параметр hhc c=2 , ко-
торый определяется эффектами «sink-in / pile-up», т. е. 
упругим продавливанием материала и пластическим 
вытеснением материала вокруг отпечатка. В этом плане 
кроме упомянутой [11] отличается работа [12], где па-
раметр c2 представлен в виде: 

 
( ) ( ) 1

22
2 2,,

−=ε NN
y hMhnc , (21) 

где Rhh =  — относительная глубина внедрения 

( )nMM y ,ε= , ( )nNN y ,ε= . 

Значения параметров ( )nM y ,ε  и ( )nN y ,ε  определены 

конечно-элементным моделированием при значении ко-
эффициента трения 0=µ . Для других значений коэффи-

циента трения следует использовать выражение: 
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где: 
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Относительный радиус Raa =  площади контакта 
определяется выражением: 

( ) ( ) ( )µε−µε=µε ,,,,,,2,,, 2 hnhhnhhna ycycy ,   (24) 

где ( ) ( ) hhnchnh yyc ⋅µε=µε ,,,,,, 2 . 

Для определения относительной нагрузки, прило-
женной к индентору, удобно использовать результаты 
работы [16]: 

 
( ) AB

y hehnP −=ε ,, , (25) 

где ( )nAA y,ε= ; ( )nBB y,ε= ; 

 2*RE

P
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Вопрос определения деформации не оставался без 
внимания отечественных ученых. Средняя степень де-
формации при вдавливании шара в плоскость по М.П. 
Марковцу [17]: 

 
( ) ,115.0 2





 −−=ψ Ddн   (26 а) 

или: 

 
,

D

t
н =ψ  (26 б) 

где t — величина внедрения шара. 
Общая деформация в лунке %2.0=ψн  достигается 

при 09.0=Dd . Данное соотношение использовано 

при определении 2.0H  и 2.0σ  по ГОСТ 22762-77. 

Выражение (26 б) использовано также для опреде-
ления деформации автором [18]. 

В работах [19; 20] для количественной оценки сред-
ней пластической деформации применялось следующее 
выражение: 
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где DR 5,0= . 
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на пределе прочности и индексом 

Майера m существует однозначная связь [20; 21]: 
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После подстановки в (27) получим: 
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−=ψ

m

mвд
в . (29) 

Таким образом, деформация при вдавливании свя-
зана с индексом Майера. Такая же связь наблюдается в 
работах С.И. Булычева [22–24]. Так, в частности в ра-
боте [22, с. 10] указано, что при исследовании корреля-
ции диаграмм твердости и растяжения исходят из эм-
пирического закона Майера. Диаграммы истинных на-
пряжений S и HM сравнивают, используя степенные 
аппроксимации: 

 ;nKS ε=  (30) 

 2)( −= m
m DdBHM . (31) 

В работах [23; 24] деформация описывается зависи-
мостью: 

 βα=ε )( Dd , (32) 

где согласно [23]: 

)2(2.115.0 −+=α m , ])2(1[2.1 7.1−+=β m ;     (33) 

согласно [24]: 

 4.1)2(83.115.0 −+=α m , 6.1)2(18.1 −+=β m .  (34) 

Выражение (32) позволяет записать зависимость 
Майера в виде: 

 ] n
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m
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 (35) 
где: 

3HMS = ; KB =3* ; m

m

BB =
−
βα

2

* ; n
m =

β
− 2

. 

Таким образом осуществляется переход от диа-
грамм растяжения к диаграммам твердости и наоборот 
по С.И. Булычеву. 

Аналогичные вопросы рассматривались также в рабо-
тах [25; 26], где указано, что величину контактных дав-
лений целесообразно рассматривать в зависимости от 
степени деформации в отпечатке ε , которая в отличие 
от конуса и пирамиды при вдавливании сферического 
индентора переменна из-за нарушения геометрическо-
го подобия лунки. Для анализа значений ε  подбира-
лись соответствующие эквиваленты деформации в 
лунке, при этом рассматривались параметры отпечат-
ков — глубина и диаметр. Был сделан вывод, что при 
нагружении степень деформации следует рассчитывать 
по формуле: 

 
R

h
k i

i ε=ε , (36) 

где 11,0=εk ; hi — величина внедрения; R — радиус 

сферы. 

Задачи исследований. Учитывая принципиальные 
недостатки, связанные с игнорированием эффектов 
«sink-in / pile-up» и недостоверной схемой восстанов-
ленного отпечатка в работах [3–5], положенных в ос-
нову метода ABI, а также в связи с новыми достиже-
ниями в области конечно-элементного моделирования 
при упругопластическом внедрении сферы авторы по-
ставили следующие задачи: 

– рассмотреть возможность определения деформа-
ции по выражению (4) с учетом современных пред-
ставлений о разгрузке отпечатка; 

 – определить деформацию, учитывая последние 
достижения в области конечно-элементного моделиро-
вания при упругопластическом внедрении сферы. 
   Рассмотрим процесс нагружения и разгрузки сфери-
ческого индентора. Нагружение можно описать выра-
жением [27; 28]: 

 α= hCP 1 , (37) 

где C1 и α — константы для данного материала. 
Тогда распределение давления на площадке радиу-

сом ac [29; 30]: 

 ( ) 1221
−α

−α= cmr arpp , (38) 

где ( )2
cm aPp π=  — среднее давление на площадке 

контакта. 
В нагруженном состоянии, при действии нагрузки  

Р индентор внедряется на величину h. В работах 
[31; 32] допускалось, что при разгрузке перемещения 
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zu  точек поверхности нагруженной лунки происходят 

вертикально. Схема восстановленной лунки представ-
лена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схема восстановленной лунки 
 

Пересечение профиля восстановленной лунки про-
исходит при 0ar = . При этом имеет место равенство: 

 zz uhh += ,   (39) 

где uz — вертикальное перемещение поверхности лун-
ки при 0ar = ; величина hz определяется выражением: 
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где Raa ccr = ; Raa r 00 = ; 

 ( )ααΒα
π

=
α

α ,
22
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Подставляя выражения (40) и (41) в (39) и с уче-
том того, что ( )nA y ,ε=α , получим уравнение: 
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из которого необходимо определить ra0 . 

Согласно принятым обозначениям 02adp = . Де-

формации, рассчитанные по выражению (4), в зависи-
мости от Rh  для разных значений εy и n приведены на 

рис. 2. 
Первым описал поведение материала в упругопла-

стической области Е. Майер, связывая нагрузку P с 
диаметром d: 

 .mAdP =  (43) 

В логарифмических координатах dP lglg − выра-

жение (43) представляет собой линию, а индекс m — 
тангенс угла наклона к оси абсцисс. 

 

 

Рис. 2. Деформации, рассчитанные по выражениям (4) и (42) 
 
Для определения m воспользуемся результатами ра-

бот конечно-элементного моделирования [12; 16], при-
меняя выражения (21) и (25). 

Из выражения (43): 
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Следует отметить, что ( ) ( )1212 lglg PPPP = , где 

( )2ERPP = , а ( ) ( ) ( )121212 lglglg rr aaaadd == , где: 
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Таким образом, исходя из вышесказанного: 
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 (46) 

где ( )iyi hnP ,,ε  — определяется выражением (25). 

Зависимости индекса Майера m от экспоненты уп-
рочнения n  представлены на рис. 3. 

Если закон Майера представить в виде (31), то кон-
станта ( )nBB ymm ,ε=  определяется выражением: 
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б) 
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Рис. 3. Зависимость индекса Майера m от экспоненты     
упрочнения n  для разных значений εy 

 
С помощью константы ( )nB ym ,ε  осуществляется 

переход от диаграмм твердости к диаграммам растяже-
ния и наоборот. 

Если деформация описывается зависимостью (32), то: 

 ( ) ;2 nm−=β  (48) 

 ( ) ;pвDd ε=α β  (49) 
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так как согласно данным [34; 35] .np =ε  

Подставляя выражение (50) в (32), получим: 
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При ( ) ( )вDdDd = имеем .pn ε==ε  

На рис. 4 представлены зависимости деформации от 

ar (рис. 4а) и от h  (рис. 4б). Как следует из рис. 4б, 

функция ( )hε  может быть выпуклой при 

( ) nnm y <−ε 2,  и вогнутой при ( ) nnm y >−ε 2, . 

На рис. 5 представлены зависимости ( )hε  для 
разных значений εy и n.  

 

 

Рис. 4. Зависимость деформации от ar (а) и от h (б) 
для разных значений n  

 

 

Рис. 5. Зависимость деформации от величины h для значе-

ний 2,0;1,0=n и разных значений yε
 

 
Заключение 
1. Из приведенного следует, что величина дефор-

мации при разных методах определения может отли-
чаться в разы. 

2. Несмотря на недостатки, связанные с игнориро-
ванием эффектов «sink-in / pile-up» и примитивной 
схемой разгруженного отпечатка, метод ABI находит 
применение и в настоящее время. 

3. Для схемы разгруженного профиля лунки, пред-
ставленной в работе [11, Fig. 1], с учетом последних 
представлений авторов [29-33] получено выражение 
(42), из которого определяется параметр aor. Так как 

DdRaa pr == 00 , то представляется возможность 
определить деформацию по выражению (4). Из резуль-
татов вычислений, представленных на рис. 2, следует, 
что εp практически не зависит от параметров упруго-

a) 

 

б) 

 

a) 

 

б) 
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пластического тела Холломона − εy и n. Это противоре-
чит представленному выше утверждению, что при ис-
следовании корреляции диаграмм твердости и растя-
жения исходят из эмпирического закона Майера. Как 
следует из рис. 3, параметры εy и n оказывают значи-
тельное влияние на индекс Майера.  

Из вышесказанного следует сомнение определения 
деформации по методу ABI, игнорирующего эффекты 
«sink-in / pile-up», на которые в значительной мере 
влияют параметры εy и n. 

4. Используя выражение (32), предложенное С.И. 
Буычевым для определения деформации, получено вы-
ражение (51), изкоторого следует, что функция ( )hε  

может быть выпуклой при ( ) nnm y <−ε 2,  и вогнутой 

при ( ) nnm y >−ε 2, .  

Учитывая влияние на индекс Майера параметров εy 
и n, данный подход является более информативным и 
предпочтительным. 

Исследования проведены при поддержке Минобр-
науки России в рамках госзадания № 2014/10 на 2015 г. 
(проект № 1754). 
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