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Рассматривается вертикальная динамика вагона для обеспечения безопасности движения поездов, надежности работы 
вагонов и пути. Принято, что динамическая модель вагона имеет пять степеней свободы. Сложный колебательный процесс 
разделен на отдельные составляющие: вертикальные, поперечные и продольные горизонтальные. При этом принято во вни-
мание, что обрессоренная масса вагона может совершать также и угловые колебания. Предварительно были составлены 
выражения для потенциальной и кинетической энергии, затем с помощью уравнений Лагранжа второго рода – уравнения 
движения механической системы. Так как в динамике подвижного состава одной из наиболее важных проблем является ис-
следование вынужденных колебаний железнодорожных экипажей, вызванных неровностями рельсовых нитей, в качестве 
кинематического воздействия на тележки были использованы формулы профессора Н.Н. Кудрявцева. В составляемой модели 
два колеса вагонной тележки будем рассматривать как одно, тогда эквивалентное возмущение является усредненным значе-
нием возмущений, передаваемых на каждое колесо. То есть, галопированием тележек можно пренебречь. Изолированные 
возмущения определены, используя рассуждения о времени прохождения колес над неровностью пути. Полученные дифферен-
циальные уравнения достаточно сложны для аналитического решения. Поэтому для нахождения решений использовался ма-
тематический пакет программ MathCAD, который предоставляет набор встроенных функций по численному решению диф-
ференциальных уравнений. В качестве входных данных приняты массоинерционные характеристики и геометрические разме-
ры полувагона модели 12-132. Скорость движения вагона и длина неровности варьировались в достаточно широком диапазо-
не. В результате численного моделирования получены графики зависимостей линейных и угловых колебаний от длины неров-
ности. Получено, что амплитуда колебаний изменяется в определенных пределах от 0 до 0,007 (вертикальные колебания) и 
от –10-4 до +10-4 рад. (при скорости 20 м/с и длине неровности 25 м). 
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The article considers vertical dynamics of a railway car to ensure the safety of train movements, reliability of reliability of cars and 
railway track. It is assumed that the dynamic model of the car has five degrees of freedom. Complex oscillatory process is divided into 
separate components: vertical, transverse and longitudinal horizontal. At the same time it has been taken into account that the car 
spring-suspended weight can also make angular fluctuations. Firstly, expressions for potential and kinetic energy have been formulated 
and thereafter the equations of mechanical system motions have been set up by using the Lagrange’s equations of the second kind. Since 
one of the most important issues of the rolling stock dynamics is studying forced railway vehicles oscillations caused by irregularities of 
rails, so professor N.N. Kudryavtsev’s formula has been used as kinematic effects on carts. In the model, two bogie wheels are consi-
dered as one, then the equivalent disturbance becomes averaged value for disturbances transmitted to each wheel. In other words, gal-
loping bogies can be neglected. Isolated disturbances have been defined by using the time for wheels passing above the track irregulari-
ty. The differential equations received are quite complex for analytical solutions. Therefore, to find solutions, the MathCAD mathemati-
cal software package with a set of built-in functions on the numerical solution of differential equations has been used. As input data, 
baricentric parameters and geometrical dimension of an open box car (model 12-132) have been taken. Railway car motion speed and 
irregularity length has been varied within a wide range. As a result of numerical simulation, dependency diagrams for linear and angu-
lar fluctuations and irregularity length have been received. It has been found that the oscillation amplitude is changed in a certain 
range from 0 to 0.007 (vertical oscillations) and from +10–4 to –10–4 (for a speed of 20 m/s and irregularity length of 25 m). 
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Введение. Изучение процессов взаимодействия ва-

гонов и железнодорожного пути представляет собой 
сложную для исследования задачу [1, 2]. Результаты 
исследований их взаимодействия необходимы для соз-
дания надежных и долговечных конструкций вагонов и 

пути, определения норм их устройства, правил ремонта 
и технического содержания [3]. 

Обеспечение безопасности движения поездов [4], 
надежности работы вагонного парка и железнодорож-
ного пути при условии максимальной производитель-
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ности, минимальных затрат труда и энергетических 
ресурсов не может быть успешно осуществлено без 
знания процессов взаимодействия подвижного состава 
и инфраструктуры [5, 6], которые в конечном итоге 
сводятся к взаимосвязанным случайным колебаниям 
различных элементов вагонов и пути. В результате чего 
могут возникнуть значительные остаточные деформа-
ции пути, потеря устойчивости вагонов на рельсах, 
усталостные или хрупкие поломки отдельных элемен-
тов и деталей. 

Исследования плоских и пространственных колеба-
ний вагонов [7 – 11] при движении их по детерминиро-
ванным неровностям пути [12] являются научной базой 
рационального конструирования и эксплуатации ва-
гонного парка и железнодорожного пути, а также сред-
ством интенсификации их использования, повышения 
пропускной и провозной способности железнодорож-
ных линий, обеспечения безопасности движения поез-
дов с точки зрения устойчивости колеса на рельсе и 
устойчивости от поперечного опрокидывания кузова 
вагона при движении по кривым участкам пути. 

В реальных условиях рельсы и колеса имеют неров-
ности на поверхности качения, а также другие техноло-
гические особенности, в результате чего в элементах 
железнодорожного пути и подвижного состава возни-
кают колебания. 

Одной из наиболее важных проблем в динамике 
подвижного состава является исследование вынужден-
ных колебаний железнодорожных экипажей [13 – 15], 
вызванных неровностями рельсовых нитей. 

При изучении процессов взаимодействия подвиж-
ного состава и железнодорожного пути исследуются 
колебания вагонов, пути и динамические силы, разви-
вающиеся в единой динамической системе «вагон – 
путь». Для теоретического исследования колебаний 
такого вида принято строить расчетные схемы и моде-
ли, в которых данный сложный колебательный процесс 
разделен на отдельные составляющие: вертикальные, 
поперечные и продольные горизонтальные. При этом 
следует принимать во внимание, что обрессоренная 
масса вагона может совершать также и угловые коле-
бания [9]. 

 
Построение математической модели. Рассмотрим 

механическую схему вагона (рис. 1. На рис 1 а приве-
дена правая рельсовая нить по ходу движения, на рис 1 
б – левая рельсовая нить и левая сторона подвески. 
Точки В1-В4 – точки крепления подвесок), состоящую 
из кузова и тележек. Примем, что кузов вагона и те-
лежки совершают вертикальные и угловые колебания 
(подпрыгивание, галопирование и боковая качка). 

При рассмотрении динамической модели грузового 
вагона вертикальные неровности примем в виде детер-
минированного периодического возмущения с перио-
дом, равным удвоенной длине неровности. В частности 
этот закон может быть принят в виде (модель неровно-
сти Н.Н. Кудрявцева): 

( ) tAtAtf ω+ω= 3sinsin 211 , 

для правого рельса; 

( ) tAtAtf 14132 3sinsin ω+ω= , 

для левого рельса, 

где 
1l

vπ=ω , 
2

1 l

vπ=ω  (2l1 и 2l2 – длина неровности, v – 

скорость вагона), коэффициенты А1, А2, А3 и А4 выби-
раются в зависимости от типа и состояния пути. 

В составляемой модели два колеса вагонной тележ-
ки будем рассматривать как одно, тогда эквивалентное 
возмущение является усредненным значением возму-
щений, передаваемых на каждое колесо, то есть гало-
пированием тележек можно пренебречь. 

Изолированные возмущения, как показано на рис. 1, 
можно определить, используя следующие рассуждения. 
Второе колесо проходит ту же точку неровности пути, 
которую в момент времени t  проходит первое колесо в 
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Третье колесо будет проходить ту же точку неров-
ности в момент времени 
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Аналогичные выражения можно записать для пято-
го – восьмого колес. 
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Эквивалентные возмущения для тележек зададим в 
виде: 

2
21

1
kk zz +=η , 

2
43

2
kk zz +=η , 

2
η 65

3
kk zz += ,   

2
η 87

4
kk zz += .                         (3) 

В связи с этим тележки будут совершать только 
вертикальные (подпрыгивание) колебания. 
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Рис. 1. Схема вагона 
 

В соответствии с (3) имеем: 
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где: 
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Для исследования колебаний подрессоренных час-
тей вагона приняты обозначения: 



Systems. Methods. Technologies A.A. Akhmadeeva et al. Vertical dynamics …2014 № 3 (23) p. 57-62 

60 

Кm , 1Тm , 2Тm  – масса кузова и тележек соответственно; 

11с , 12с , 13с , 14с  – вертикальная жесткость централь-

ного подвешивания тележки; 

21с , 22с , 31с , 32с , 41с , 42с , 51с , 52с  – вертикальная 

жесткость буксового подвешивания колесной пары; 

11β , 12β , 13β , 14β  – коэффициенты демпфирования 

центрального подвешивания тележки; 

21β , 22β , 31β , 32β , 41β , 42β , 51β , 52β  – коэффициен-

ты демпфирования буксового подвешивания колесной 
пары; 

Кz , 1Tz , 2Tz  – текущие вертикальные перемеще-

ния центра тяжести соответственно кузова, первой и 
второй тележек; 

21 LL +  – продольная база кузова; 

21 bb +  – поперечная база кузова. 

Записав кинетическую, потенциальную энергию, 
функцию рассеяния и воспользовавшись уравнениями 
Лагранжа второго рода, получим дифференциальные 
уравнения вынужденных колебаний: 
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Из последних выражений следует, что на частоты и 
амплитуды вынужденных колебаний особое влияние 
оказывают длина неровностей пути, их вертикальный 
размер и скорость движения экипажа. 

 
Численное решение. Получить аналитическое ре-

шение данной системы уравнений достаточно сложно, 
даже если воспользоваться главными координатами [9, 
16]. Поэтому для ее исследования используем матема-
тический пакет программ MathCAD, который предос-
тавляет набор встроенных функций по численному 
решению дифференциальных уравнений. 

В качестве примера примем массоинерционные ха-
рактеристики и геометрические размеры полувагона 
модели 12-132. Примем, что демпфирование мало, по-
этому учитывать его не будем.  

 

 
Рис. 2. Вертикальные колебания кузова 

 

 
Рис. 3. Галопирование кузова 
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Рис. 4. Боковая качка кузова 

 
Рис. 5. Вертикальные колебания кузова 

 
Скорость движения вагона принималась равной 10, 

20 и 25 м/с, а длина неровности – 12,5, 25 и 50 м. 
На рис. 2 – 4 приведены колебания кузова при дли-

не неровности 2l1 = 2l2 = 50 м и скорости движения       
v = 15 м/с. 

На рис. 5 – 7 приведены колебания кузова при дли-
не неровности 2l1 = 2l2 = 25 м и скорости движения       
v = 15 м/с. 

 

 
Рис. 6. Галопирование кузова 

 
Рис. 7. Боковая качка кузова 

 
Выводы 
1. Для рассматриваемой механической системы 

обоснован переход от семи степеней свободы к пяти 
(эквивалентное возмущение является усредненным 
значением возмущений). 

2. Так же, как и для системы с тремя степенями сво-
боды, с увеличением скорости движения частота коле-
баний кузова увеличивается. 

3. Амплитуда колебаний кузова растет с увеличени-
ем скорости движения и длины неровности. 

4. Получено, что амплитуда колебаний изменяется в 
определенных пределах от 0 до 0,007 м (вертикальные 
колебания) и от –10-4 до +10-4 рад. для угловых колеба-
ний (скорость 20 м/с и длина неровности 25 м). 
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