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Предложена методика определения контактных характеристик в зависимости от свойств упругопластического материала 
со степенным законом упрочнения Холломона (Hollomon’s power law): ∗σ=ε Eyy

 и экспоненты упрочнения n. При этом ис-

пользован эмпирический закон Майера, связывающий усилие при вдавливании сферы с диаметром отпечатка d. Изначально закон 
Майера не связан с механическими характеристиками испытываемого материала. В исследованиях использованы зависимости 
взаимосвязи экспоненты упрочнения n константой закона Майера m, полученные С.И. Булычевым. Для учета эффектов «sink-
in/pile-up» использован параметр hhс c=2 , где ch – глубина, по которой происходит контакт сферы, h – глубина внедрения от 
уровня исходной поверхности. Определены границы применения предложенных выражений. Указано на отсутствие необходимо-
сти определения констант закона Майера. Приведено сравнение полученных результатов с опубликованными результатами 
конечно-элементного анализа по внедрению сферы в упругопластическое упрочняемое полупространство.  

 
Ключевые слова: внедрение сферы, упругопластический контакт, упрочнение материала, экспонента упрочнения, закон 

Майера. 
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The technique for determining the contact characteristics depending on the elastic-plastic material properties with Hollomon’s har-
dening power law ∗σ=ε Eyy  and the hardening exponent n has been proposed. Besides, Meyer’s empirical law, which connects the 
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force arising at indenting a sphere having indentation diameter d has been used. Initially, the Meyer law has not been associated with 
mechanical characteristics of the material being tested. The relationships between the hardening exponent n and the Mayer law’s con-
stant m developed by S.I. Bulychev have been used in the study. To take into account the «sink-in/pile-up» effects, the parameter 

hhс c=2  has been used, where hc is the depth at which the sphere contact occurs, h is the indentation depth relative to the original 

surface level. The application limits of the proposed expressions have been defined. The lack of necessity to determine the Meyer law’s 
constants has been shown. The comparison of the obtained and published results of the finite element analysis of sphere indentation into 
the elastic-plastic hardenable half-space has been produced.  

 
Keywords: sphere indentation, elastic-plastic contact, hardening of material, hardening exponent, Meyer’s law. 

 
Введение. Для решения задач трибомеханики ши-

роко используется дискретная модель шероховатой 
поверхности, в которой микронеровности (далее – не-
ровности) представлены сферическими сегментами, а 
распределение вершин неровностей соответствует 
опорной кривой. Одной из важных проблем при рас-
смотрении контакта отдельной неровности является 
необходимость учета упрочнения материала. Подход 
авторов к решению этой проблемы, получивший экс-
периментальное подтверждение, изложен в [1 – 3] и др. 
Суть метода заключается в использовании для описа-
ния упругопластического контакта: диаграммы кине-
тического индентирования, пластической твердости 
как характеристики сопротивления материала контакт-
ной пластической деформации, метода подобия дефор-
мационных характеристик. Пластическая твердость 
представляется в виде: 

( ) yyh nKHD σ⋅ε= , , 

где yσ  – предел текучести, ( )nK yh ,ε – параметр, опре-

деленный методом «двукратного вдавливания» с ис-
пользованием опубликованных результатов конечно-
элементного анализа [4]. 

В ряде работ [5, 6], в том числе в недавней работе 
[7], для учета упрочнения материала использовался 
эмпирический закон Майера, который устанавливает 
связь между усилием при вдавливании сферы и диа-
метром отпечатка. В работе [7] подчеркивается влия-
ние индивидуальных физико-механических свойств 
реальных материалов на особенности формирования 
контактных упругопластических деформаций. Однако 
влияние таких индивидуальных характеристик упруго-

пластического упрочняемого материала, как yσ , ∗E  и 

n , исследовано не было, что является недостатком та-
кого подхода. 

Целью настоящей работы является использование  
вышеуказанных характеристик упрочняемого тела при 
применении закона Майера. 
Решение задачи. В зарубежной литературе при 

описании упругопластического упрочняемого тела по-
лучил широкое распросранение степенной закон Хол-
ломона (Hollomon’s power law), согласно которому 
связь между напряжениями и деформациями при одно-
родном растяжении-сжатии описывается уравнениями: 
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где n – экспонента упрочнения. 
Константа K  находится из условия равенства σ  
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Тогда второе уравнение (1) можно представить в 
виде: 
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где Eyy σ=ε . 

Экспоненту упрочнения можно определить, исполь-
зуя выражение (2): 

( )
( )yp

yвn
εε
σσ

=
ln

ln
,   (3) 

где вσ – предел прочности, pε – предельная равномер-

ная деформация, соответствующая вσ . 

E. Майер первым описал поведение материала в уп-
ругопластической области, связывая нагрузку P  с 
диаметром отпечатка d : 

mAdP = ,      (4) 

который часто представляют в виде: 
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где ∗AAm ,, – константы, причем ∗A  имеет размер-

ность напряжения; RD 2=  – диаметр сферы, ad 2= . 
Выражение в левой части представляет собой дав-

ление на площадке контакта, которое называют твер-
достью по Майеру: 

HMp
a

P

d

P
m ==

π
=

π 22

4
,    (6) 

где a – радиус площадки контакта. 

В работе [6] константу *A  связывают с максималь-
ной твердостью по Майеру maxHM , которая соответст-

вует внедрению сферы до экватора, т. е. когда Dd = . В 

этом случае maxHMA =∗ . Далее авторы связывают 

maxHM  с твердостью по Бринеллю HB . 

Здесь следует отметить важный момент: в отличие 
от твердости по Майеру HM , которая при 10 ≤≤ Dd  
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является монотонно возрастающей, твердость по Бри-
неллю HB  в указанном диапазоне имеет максимальное 
значение при 1<Dd , т. е. выше определенная макси-
мальная твердость по Майеру при Dd =  соответствует 
максимальной твердости по Бринеллю maxHB  при дру-

гом соотношении Dd . 
Рассмотрим этот момент подробней. По определе-

нию твердости по Бринеллю: 
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где F  – площадь поверхности отпечатка. 
Подставляя усилие из закона Майера, имеем: 
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где 
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Обозначим: 
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Тогда: 
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Для определения maxHB  производную 
rda

dH
 при-

равниваем к нулю: 
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Решением уравнения (12) является: 

( ) ( )
1
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−
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=
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Значения *
ra , при которых *max

rr aa
HBHB

=
= , пред-

ставлены на рис. 1.  
 

Подставляя полученные ra  в (11), имеем: 
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Тогда, с учетом (10): 
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Рис. 1. Зависимость относительного радиуса площадки кон-

такта *
r

a  от m 

Подставляя константу ∗A  в выражение (5) с учетом 
(6), имеем: 
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Из работы [8] следует, что  

HBk ⋅=σв ,   (16) 

где 333,0=k  для углеродистых и перлитных низколе-
гированных сталей, для других материалов значения k 
приведены в [8, табл. 1.2].  

По данным С.И. Булычева [9, 10], предельная рав-
номерная деформация pε , соответствующая вσ , равна: 

( )2961,0
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Отсюда: 
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Из выражения (16) с учетом (2) и (17) имеем: 
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Для усилия mpaP 2π=  с учетом (7), (8) и (19) получим: 
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С учетом (18): 
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где *Е – приведенный модуль упругости; 
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Так как hRcRha c
222 == , где ch – глубина, по 

которой происходит контакт сферы с полупространст-
вом, h – глубина внедрения от исходной поверхности, 
имеем: 
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Параметр hhc c=2  можно определить согласно 

данным работы [11], в которой в результате конечно-
элементного моделирования получено: 

( ) ( ) 1
22

22 2, −=ε= NN
y RhMncc ,  (23) 

где:

( ) ( )( )
( )( )yy

yy
y nn

nn
nMM

ε++ε++
ε+−ε++

=ε=
604,0110204,211

205,01174555,2845,1
, , 

( ) ( )( )
y

y
y n

nn
nNN

ε++
+ε++

=ε=
3408,61

1,015705,129,1
, . 

Используя данные [8, табл. 1.2] и выражение (18), 
зависимость ( )nkk =  можно аппроксимировать выра-

жением: 
( ) 719,1888,0280,0 nnk += .               (24) 

Это позволит рассчитывать усилия по выражениям 
(21) и (22) для различных материалов с известными 
физико-механическими свойствами. Важно определить 
пределы использования полученных выражений. Ниж-
ним пределом является Raa yry = , соответствующее 

yε . Согласно [10], при вдавливании сферы деформация 

описывается зависимостью: 
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где: 
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или, с учетом выражения (18): 
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Тогда: 
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а соответствующее усилие из выражения (21): 

( ) ( )ryyyyy anPnP ,,, ε=ε .  (27) 

Верхний предел определяется из условия: 

12 == ∗hchc  

или, с учетом выражения (23), из уравнения: 
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Соответствующее усилие определяется из выражения (22): 

( ) ( )RhnPnP yy
∗∗ ε=ε ,,, .  (29) 

 а) 

 б) 

 с) 

Рис. 2. Зависимости P – h : для значений εy = 0,001; 0,002; 
0,004; а) n = 0,05, б) n = 0,1, с) n = 0,2; сплошные линии – по 
выражению (22); пунктирные линии – по выражению (30) 
 

Для оценки полученных результатов сравним их с 
результатами конечно-элементного анализа, получен-
ными в работе [12]: 
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где: 
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На рис. 2 представлены зависимости 
2RE

P
P ∗=  от 

R

h
h =  для разных значений yε  и n , рассчитанных по 

выражениям (22) и (30). Как видно на рис. 2, имеется 
достаточно хорошее совпадение, что позволяет приме-
нять выражение (22) для инженерных расчетов 
Выводы 
1. Используя эмпирический закон Майера, который 

изначально не связан с физико-механическими свойст-
вами материалов, получены выражения (21) и (22) для 
определения площади контакта и величины внедрения 
сферы в упругопластическое упрочняемое полупро-
странство. 

2. При этом учитываются характеристики упруго-

пластического тела ∗σ=ε Eyy , экспонента упрочне-

ния n , и отсутствует необходимость определения кон-

стант закона Майера m и ∗A . 
3. Определены границы применения предложенных 

выражений. 
4. Приведенное сравнение полученных результатов 

с опубликованными результатами конечно-элемен-
тного анализа внедрения сферы в упругопластическое 
полупространство позволяет рекомендовать предло-
женные зависимости для инженерных расчетов. 

5. Дальнейшее совершенствование предлагаемого ме-
тода возможно путем уточнения зависимостей (18) и (24). 
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