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ческим возмущением. При силовых возмущениях ры-
чаги первого рода и второго рода (это следует из рас-
смотрения передаточных функций) будут обладать од-
ними и теми же частотными свойствами, хотя и имеют 
различное конструктивное исполнение системы. 
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Предлагается метод построения математических моделей для виброзащитных систем с угловыми колебаниями объекта 

защиты в виде твердого тела. Сущность метода заключается в учете соотношений между координатами движения, кото-
рые определяются типом и параметрами рычажных связей. Показано, что наличие рычажных связей связано со спецификой 
угловых движений объекта защиты. При этом рычаг выступает в роли типового звена, формирующего пространственную 
геометрию (или метрику) системы. Таким образом, математическая модель виброзащитной системы с объектом защиты в 
виде качающегося твердого тела отражает характерные особенности системы. Вид рычага оказывает существенное влия-
ние на перераспределение взаимодействий в случае нескольких внешних воздействий. Это отражается в формировании час-
тотного уравнения числителя передаточной функции. Предлагается технология построения передаточных функций при раз-
личных видах внешних возмущений. Приводится ряд примеров. 
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The method of constructing mathematical models for the vibration protection systems with angular oscillations of the protected ob-

ject in the form of a solid body is proposed. The method is aimed at taking into account the relationships between movement coordi-
nates, which are determined by the type and parameters of the lever-type links. It has been shown that presence of the lever-type links is 
related to specific angular motions of the protected object. Besides, the lever acts as a standard linkage forming the system’s spatial 
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geometry (or metric). Thus, the mathematical model of the vibration protection system, having the protected object in the form of a pen-
dulous solid body, reflects the characteristic features of the system. The lever type has a significant impact on the redistribution of inte-
ractions in case of several external actions. This is reflected in creating the frequency equation of the transfer function numerator. The 
technique for constructing transfer functions under different kinds of external disturbances is proposed. A number of examples is given. 

 
Keywords: vibration protection systems, protection object, transfer functions, dynamic damping. 
 
Введение. В работах, посвященных детализации уче-

та конструктивно-технических особенностей типовых 
элементов механических колебательных систем в целом 
и виброзащитных систем в частности, показано, что ме-
ханизмы как автономные структуры могут быть выделе-
ны и рассматриваться как самостоятельные фрагменты 
расчетных схем [1 – 3, 7]. Многие виды упругих элемен-
тов, виброизоляторов, демпферов, гасители колебаний 
состоят из нескольких частей или деталей. Показатель-
ными в этом плане являются представления о рычажных 
связях, существование которых соотносится с построе-
нием математических моделей колебательных систем, 
включающих в свой состав твердые тела. Существует 
большое разнообразие механизмов частного вида, в том 
числе и простейших механизмов, в которых звенья мо-
гут совершать пространственные относительные движе-
ния. В частности, к таким механизмам можно отнести 
винтовые не самотормозящиеся механизмы [4]. 
Простейшей формой идеализации представлений о 

механизмах является использование таких абстракций, 
как невесомый жесткий стержень, на концах которого 
расположены материальные точки. Для достаточно 
большого числа практических ситуаций, если рассмат-
риваются механизмы шарнирно-рычажных форм, можно 
полагать, что центр тяжести объекта или звена лежит на 
невесомом стержне, соединяющем материальные точки. 
Однако такая ситуация не всегда имеет место, а абст-
рактное представление о невесомом стержне с двумя 
материальными точками приходится дополнять введе-
нием моментов инерции твердого тела относительно 
центра тяжести, положение которого определяется на 
основе специальных приемов [5]. Поэтому каждый слу-
чай рассмотрения механизмов в структуре механических 
колебательных систем (или виброзащитных) требует 
предварительных обоснований. Чаще всего приходится 
учитывать специфические особенности в работе колеб-
лющихся механизмов. Они заключаются в том, что рас-
сматриваются малые, а не конечные перемещения. Это 
позволяет использовать методы упрощения аналитиче-
ских соотношений, линеаризации дифференциальных 
уравнений движения, а также упрощенно учитывать 
динамические взаимодействия по определенным степе-
ням свободы. 
В отличие от механических цепей, состоящих из мас-

соинерционных, упругих и диссипативных элементов, 
использующих абстрактные образы материальных точек, 
пружин и демпферов, реальные механические системы и 
их звенья обладают «пространственной метрикой», а это 
приводит к необходимости решения задач статического и 
динамического уравновешивания деталей или элементов 
виброзащитных устройств. Таким образом, динамика 
сложных виброзащитных систем, имеющих расширенный 
набор составных элементов, принимающих в своих со-
единениях форму механических цепей и механизмов, в 
частности, становится специфичной задачей динамики 

механизмов с их статической и динамической баланси-
ровкой движущихся элементов. 

I. Общие положения. Рычажный механизм в 
структуре виброзащитной системы с одной степенью 
свободы. Рассмотрим базовую модель виброзащитной 
системы поступательного типа движения объекта защи-
ты с одной степенью свободы. Расчетная схема системы 
приведена на рис. 1. 
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Рис. 1. Расчетная схема виброзащитной системы с рычажным 
механизмом второго рода 
 
Для описания движения используется неподвижная 

система координат (у). В структуре системы имеется 
объект защиты массой М, базовый упругий элемент 
(пружина) жесткостью k, рычажный механизм второго 
рода с плечами l1, l2 и центром вращения в т. С. Рычаг 
имеет дополнительный упругий элемент с жесткостью 
k1 и дополнительную массу m. Полагаем, что рычаг 
расположен параллельно, а все возникающие движения 
малы, силы сопротивления движению считаются также 
малыми. В точках В и С имеются кинематические пары 
V класса [3] в виде вращательных шарниров. Движения 
рассматриваются относительно положения статическо-
го равновесия (предполагается, что центр тяжести мо-
жет не совпадать с центром вращения в т. С). Возму-
щения в системе представлены внешней силой Q, при-
ложенной к объекту защиты; имеются также кинемати-
ческие возмущения от опорных поверхностей I, II , III  
(z(t), z1(t), z2(t)). Возмущения носят гармонический ха-
рактер, а свойства системы считаются линейными.  
Задача исследований заключается в разработке ме-

тода построения математических моделей виброзащит-
ных систем с объектом защиты в виде качающегося 
тела с обоснованием метода на основе аппарата преоб-
разований Лапласа [6]. 

II. Построение математической модели. Рычаг 
второго рода. В процессе движения по координате у 
рычаг будет совершать вращательно-качательные дви-
жения, определяемые угловой координатой φ (рис. 1). 
Между параметрами движения объекта и рычага суще-
ствует соотношение: 
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1l

zy −=ϕ .                                 (1) 

В свою очередь, при движении т. С можно записать, 
что у = φl1 + z, откуда следует, что:    y1 = -φl2 + z или 
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Найдем выражения для кинетической и потенци-
альной энергий системы: 
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В координатах у с учетом (1) – (4) уравнение дви-
жения принимает вид: 
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где i = l 2 / l1 – передаточное отношение рычага второ-
го рода. 
Структурная схема системы в соответствии с (5) 

имеет вид (как показано на рис. 2). 
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Рис. 2. Структурная схема виброзащитной системы с ры-
чажным механизмом второго рода 

 
При введении рычажного механизма и учете воз-

можных внешних воздействий, предпологая, что дей-
ствует только какое-то одно возмущение, получим: 
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Отметим, что во всех случаях знаменатель переда-
точных функций (6) – (10) остается одинаковым, одна-
ко числители будут разными, что предопределяет раз-
личия в частотных характеристиках, в частности, в ам-
плитудно-частотных характеристиках, получаемых из 
(8) и (9). 
При вибрациях основания в соответствии с (10) и 

отсутствии силового возмущения введение рычажного 
механизма приводит к появлению в исходной системе, 
которая обладает одной степенью свободы, режима 
динамического гашения. Частота динамического гаше-
ния определяется: 
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Соответственно, при k1 = 0 из (11) следует, что: 
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Частота собственных колебаний определится из 
частотного уравнения: 
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или при k1 = 0: 
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Структурная схема, приведенная на рис. 2, может 
быть преобразована к виду, как показано на рис. 3 а, б. 
Если использовать координату у в системе непод-

вижных координат, то можно из структурных схем на 
рис. 3 а, б сделать вывод, что рычажный механизм 
привносит достаточно большие возможности измене-
ния динамических свойств исходной системы. Отме-
тим, что большое значение при этом имеют особенно-
сти внешнего возмущения. 

 



Системы. Методы. Технологии В.Б Кашуба и др. Вибрационная защита …2013 № 4 (20) с. 10-15 

 

13 

а) 

Q

z( ) 2
1

2 ++1+ ikkpimi

k

1−

2

1

Mp

22pmi

y

2
1ik

( )−

 

б) 

Q

z( ) 2
1

2 ++1+ ikkpimi

k

1−

2

1

Mp

2
1

22 + ikpmi

y

( )−

 

Рис. 3. Структурная схема виброзащитной системы с рычагом второго рода при введении дополнительной отрицательной 
обратной связи на основе элемента mi2p2 – а); введение дополнительной обратной связи на основе упругого элемента k1 – б) 

III. Варианты учета особенностей структуры и 
внешнего возмущения. Пусть z = 0, z1 = 0, z2 = 0, Q ≠ 
0 и k1 = 0, тогда рычажный механизм на одном конце 
(т. В) соединяется с объектом защиты (М), в точке С 
рычаг имеет шарнирное соединение с неподвижной 
поверхностью; в т. D – на другом конце рычага – раз-
мещается масса m. В этом случае, как следует из струк-
турной схемы на рис. 3 б, рычаг второго рода создает 
обратную отрицательную связь по абсолютному от-
клонению объекта защиты. Передаточная функция та-
кой связи ( )( )22

12
pimpWm =  соответствует элементар-

ному типовому дифференцирующему звену второго 
порядка. Это звено находится в параллельном соедине-
нии с упругим звеном k в базовой структуре. Если по-
лагать, что дополнительно к принятым выше условиям 
k1 ≠ 0, то тогда рычаг привносит в базовую модель еще 
одну отрицательную обратную связь по отклонению в 
абсолютном движении. При этом элементарное типо-
вое звено является усилительным с передаточной 

функцией ( ) 2
11
ikpWk = . Такое звено также присоеди-

няется как параллельное к упругому звену к базовой 
модели (рис. 3 б). При рассмотрении различных соче-
таний кинематических возмущений числитель переда-
точной функции будет различным, и он не равняется 1, 
как в случае силового возмущения. Так, например, при 
z = z1 = z2 числитель передаточной функции (10) в фи-
зическом смысле определяет условие воздействия со 
стороны основания (z = z1 = z2, то есть, поверхности I, 
II , III  являются слитными) как дополнительную связь, 
реализующую принцип управления по силовому воз-
мущению. В таком случае изменения затрагивают 
только числитель, а знаменатель (или частотное урав-
нение) не изменяется. Влияние рычажной связи прояв-
ляется не только изменением структуры системы, но и 
величиной передаточного отношения i. Если   i = 0, то 
есть рычаг «изымается», то из (10) следует: 
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то есть, получаем передаточную функцию базовой 
модели. Более детальное исследование динамиче-

ских свойств системы с рычагом второго рода пред-
ставлено в [2]. 

IV. Особенности учета свойств системы с ис-
пользованием угловой координаты φ. Выражения 
для кинетической и потенциальной энергий  системы 
принимают в угловых движениях следующий вид: 

( ) ( )212
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11 z
2

1
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1
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( ) ( )2
2121

2
11 2
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2

1
П zzlkzzlk −+ϕ−⋅+−+ϕ⋅=  . (17) 

Сделаем ряд вспомогательных преобразований и, 
используя (16), (17), запишем уравнение движения сис-
темы: 
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           (18) 

Полагаем, что малые колебания φ происходят отно-
сительно положения статического равновесия (Q = 0,   
z = z1 = z2). Тогда передаточная функция системы при-
мет вид: 
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Преобразуем (19) к виду: 

( ) ( )
( ) 2

1
22

2

ikkpmiM

pMmii

z
pWz +++

−⋅=ϕ= .       (19′) 

Из выражения (19′), в частности, следует, что при 
выполнении условия M = mi система «блокируется», и 

0=ϕ . Однако это не исключает движения по коорди-

нате у. Что касается формирования системы дополни-
тельных обратных отрицательных связей, формируе-
мых элементами m и k1, то они остаются неизменными. 

V. Связи в виброзащитной системе, формируе-
мые рычагом первого рода. Рассмотрим систему, в 
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которой используется рычажная связь, как показано 
на рис. 4. 
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Рис. 4. Расчетная схема виброзащитной системы с рычагом 
первого рода (СВ = l1, CD = l2) 

Для расчетной схемы (рис. 4) можно записать, что 

1l

zy −=ϕ . В свою очередь, y1 = φl2 + z1. В данном слу-

чае учитывается, что скорости перемещения у и у1 бу-
дут иметь одинаковый знак, что характерно для рычага 
первого, а не второго рода. Запишем выражения для 
кинетической и потенциальной энергий: 
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С учетом (20), (21) сделаем ряд промежуточных вы-
кладок и запишем уравнения движения: 
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Найдем соответствующие передаточные функции: 
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Отметим, что: 

( ) ( ) 2
1

22
0 ikkpmiMpA +++=                  (28) 

является частотным уравнением, а i = l 2 / l1 – переда-
точное отношение рычага первого рода (знаки переда-
точных отношений рычагов второго и первого рода 
учтены при составлении выражений для кинетической 
и потенциальной энергий). 
Сравнение выражений (10) и (27) показывает, что 

при всей общности структуры формул рычаги первого 
рода создают особенности в динамических свойствах 
систем. В частности, при выполнении условия i = 1 
становится невозможным появление режима динами-

ческого гашения по координате y. Если принять i > 1, 

то изменяется знак числителя, что соответствует при-
обретению системой особенностей, связанных с поте-
рей устойчивости движения. В этом случае (рис. 4) 
массоинерционный элемент m выйдет за пределы точки 
В (l2 > l1). 
Рассмотрим движение системы с рычажными свя-

зями с использованием координаты φ. Запишем выра-
жения для кинетической и потенциальной энергий: 
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Уравнение движения системы с учетом (29), (30) 
запишется в виде: 
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Из (31) можно найти передаточную функцию при Q 
= 0 и z = z1 = z2: 
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Из (32) можно получить, что: 
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Отметим, что выражения (33) и (19′) существенно 
отличаются друг от друга, и разными будут их ампли-
тудно-частотные характеристики. 
Особенности систем с рычагами второго и первого 

родов, если иметь в виду их отличия, легко определя-
ются при оценке свойств систем через значения пере-
даточных функций при р → 0 и р → ∞, а также провер-



Системы. Методы. Технологии В.Б Кашуба и др. Вибрационная защита …2013 № 4 (20) с. 10-15 

 

15 

кой возможностей получения «нулей» в частотных 
уравнениях числителей передаточных функций. 
Структурная схема системы с рычагом первого ро-

да, соответствующая уравнению (22), представлена на 
рис. 5. 
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Рис. 5. Структурная схема виброзащитной системы с рычагом 
первого рода 

Из структурной схемы на рис. 5 следует, что введе-
ние рычага первого рода, в принципе, не отличается от 
ситуации с рычагом второго рода. В обоих случаях 
рычаги формируются относительно объекта защиты 
обратными отрицательными связями. 
Отрицательная связь имеет две части: одна связана 

с массоинерционным элементом m, вторая – с упругим 
элементом жесткостью k1. Если k1 = 0, то можно ут-
верждать, что рычаг, обладающий массоинерционными 
свойствами, реализуется в структурной схеме базовой 
модели как обратная отрицательная связь по абсолют-
ному отклонению объекта защиты (у). Вместо пружины 
k1 может устанавливаться демпфер с передаточной 
функцией b1 p. Учет изменений, происходящих в свой-
ствах системы, не вызывает особых затруднений. Если 
демпфер крепится в тех же точках, что и k1, то можно 
ввести составной элемент с передаточной функцией    
b1 p + k1. 

Заключение 
Таким образом, математическая модель виброза-

щитной системы с объектом защиты в виде качающе-
гося твердого тела отражает характерные особенности 
системы. Последние заключаются в том, что параметры 
системы через числитель и знаменатель передаточной 
функции становятся зависимыми от передаточных от-
ношений и особенностей рычажных механизмов. Ме-
тод построения математических моделей представляет 
собой развитие метода Лагранжа. Оно заключается в 
учете соотношений, приносимых рычагом, в частности, 
между координатами точек закрепления типовых эле-
ментов и координат движения. 
Вид рычага оказывает существенное влияние на пе-

рераспределение взаимодействий в случае нескольких 
внешних воздействий. Это отражается в формировании 
частотного уравнения числителя передаточной функ-
ции. В частности, нули функции частотного уравнения 

числителя определяют свойства виброзащитной систе-
мы в формировании режимов динамического гашения 
колебаний. 
Отметим также, что рычаги могут обеспечивать, в 

определенной мере, функциональные связи между от-
дельными внешними возмущениями. 
Отметим, что наиболее рациональным вариантом 

для решения задач уменьшения вибрации объекта за-
щиты и снижения уровня реакций, возникающих в обо-
значенных точках, было бы обеспечение совпадения 
центра масс системы с неподвижной точкой вращения 
С (или точкой вращения рычагов). В такой постановке 
задача вибрационной защиты совпадает с задачей ста-
тического и динамического уравновешивания меха-
низмов. Частными видами таких подходов являются 
задачи статической и динамической балансировки. 
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