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одному, т. е. этот многочлен (с точностью 
до сомножителя) имеет вид 

1
1

( ) ( )
s

j
j

P z z z
=

= −∏ , 1( ) ( ) ( )kP z R z P z= . (10) 

Разделив многочлен ( )kR z  на его про-

изводную ( )kR z′  по алгоритму Евклида, 

получим в результате их НОД – много-
член 1( )kR z . Если поделить многочлен 

( )kR z  на многочлен 1( )kR z , то получим 

многочлен 2( )P z , корнями которого бу-

дут все корни многочлена ( )kR z , взятые 

по одному или, что то же самое, все кор-
ни многочлена ( )P z , имеющие кратности 
два и более и взятые по одному. Действуя 
и далее подобным образом, можно по-
строить многочлены ( )iP z , корнями ко-

торых будут все корни многочлена ( )P z , 
взятые по одному и имеющие кратности 
i  и более. Таким образом, можно полу-
чить представление многочлена ( )P z  в 
виде произведения простых многочленов 

( )iP z : 

1

( ) ( ) , max
r

i j
i j

P z P z r k
=

= =∏ .           (11) 

Добавим, что в результате построения 
многочленов ( )iP z  одновременно стано-

вится известно число различных корней 

jz , ( 1, , )j s= K  исходного многочлена 

( )P z  и их кратностей jk . 

Если многочлен ( )P z  имеет только 
простые корни, то, взяв в алгоритме Евк-
лида (5), (8) вместо многочлена ( )S z  
многочлен ( )P z′ , получим в результате 
его применения остаток – многочлен ну-
левой степени ( )kR z , т. е. некоторое чис-

ло, т. к. многочлены ( )P z  и ( )P z′  не 
имеют в данном случае общих корней. 
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Часто на практике коэффициенты ха-

рактеристических многочленов исходной 
системы зависят от k  технических пара-
метров iα  моделируемого объекта, кото-

рые могут быть модифицированы в про-
цессе проектирования, изготовления и 
эксплуатации и, следовательно, образуют 
целое множество возможных значений 
коэффициентов характеристических мно-
гочленов 1( , , ), 0, ,i ka i nα α =K K . Реше-

ние вопроса о том, является ли заданное 
множество возможных значений коэффи-
циентов характеристических многочле-
нов множеством коэффициентов много-
члена Гурвица, всегда достаточно сло-
жен. Если бы удалось найти или каким-
либо образом достаточно просто описать 
все множество значений коэффициентов 
многочленов Гурвица, то задача исследо-
вания асимптотической устойчивости 
стационарных систем была бы решена 
полностью. Теорема Харитонова в значи-
тельной степени помогает решить эту 
проблему робастной устойчивости [1]. 
Для того, чтобы далее упростить ре-

шение поставленной выше задачи роба-
стной устойчивости, рассмотрим некото-
рые допустимые линейные преобразова-
ния коэффициентов многочлена Гурвица, 
оставляющие эти многочлены многочле-
нами Гурвица. 
Определение 1. Любое линейное пре-

образование B DA=  коэффициентов 
многочлена Гурвица 

0 1( ) n
nf z a a z a z= + + +K ,            (1) 

оставляющее его многочленом Гурвица 

0 1( ) n
nF z b b z b z= + + +K  ,           (2) 

будем называть допустимым линейным 
преобразованием. Здесь *

0( , , )nA a a= K , 
*

0( , , )nB b b= K , D  – квадратная матрица. 

Замечание 1. Очевидно, что линейные 
преобразования коэффициентов много-
члена Гурвица (1)  

, , ( 0,1, , )i
i i i ib a b a i n= α = α = K  ,  (3) 

где 0α >  – произвольное положитель-
ное число, являются допустимыми ли-
нейными преобразованиями. Это вытека-
ет из того, что если все корни многочлена 

( )f z  лежат в левой полуплоскости 
Re 0z > , то корни многочленов 

( ) ( )F z f z= α  и ( ) ( )F z f z= α  при произ-

вольном положительном числе 0α >  
также лежат в левой полуплоскости ком-
плексного переменного. 
Теорема 1. Линейные преобразования 

коэффициентов многочлена Гурвица (1) 

2 2 2 1 2 1, , ( 0,1, , ),i i i ib a b a i n+ += α = β = K (4) 

где 0α >  и 0β >  произвольные поло-
жительные числа, являются допустимыми 
линейными преобразованиями. 
Доказательство. Так как многочлен (1) 

является многочленом Гурвица, то для 
матрицы Гурвица этого многочлена 

1 0

3 2 1 0

5 4 3 2

1 2

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0
n n n

n

a a

a a a a

a a a a

a a a

a
− −

 
 
 
 
 
 
 
 

K

K

K

M M M M M

K

 

выполняются условия Рауса–Гурвица 
положительности главных миноров этой 
матрицы  

1 0∆ > , 2 0, ,∆ > K  1 0n n na −∆ = ∆ > . 

Нетрудно видеть, что матрица Гурвица 
для многочлена (2), коэффициенты кото-
рого находятся по формулам (4), получа-
ется из матрицы Гурвица для исходного 
многочлена (1) умножением ее четных 
столбцов на число 0α > , а нечетных на 

число 0β > . Очевидно, что главные ми-
норы этих матриц связаны соотношения-
ми  

  
2 2

1
2 1 2 1

0,

0, ( 0,1, ),

k k
k k

k k
k k k+

+ +

∆ = α β ∆ >

∆ = α β ∆ > = K
     (5) 

где k∆  – главные миноры матрицы Гур-
вица преобразованного многочлена (2). 
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Отсюда вытекает, что преобразован-
ный многочлен (2) является многочленом 
Гурвица, т. к. для главных миноров мат-
рицы Гурвица этого многочлена выпол-
няются условия Рауса–Гурвица положи-
тельности главных миноров этой матри-
цы. Теорема доказана. 
Теорема 2. Линейные преобразования 

коэффициентов многочлена Гурвица (1) 

2 2 2 1 2 1

2 1 1

,

, ( 0,1, ), 0,
i i i i

i n

b a a b

a i a
+ +

+ +

= α + γ =
= β = =K

          (6) 

где 0α > , 0γ >  и 0β >  произвольные 
положительные числа, являются допус-
тимыми линейными преобразованиями. 
Доказательство. По аналогии с доказа-

тельством теоремы 1 заметим, что глав-
ные миноры матриц Гурвица исходного и 
преобразованного многочленов связаны 
соотношениями (5). Это вытекает из из-
вестных свойств определителей и того, 
что матрица Гурвица преобразованного 
многочлена (2) получается из матрицы 
Гурвица исходного многочлена (1) умно-
жением ее четных столбцов на число 

0α > , а нечетных на число 0β >  и при-
бавлением к четным столбцам предыду-
щих нечетных, умноженных на число 

0γ > . 
Отсюда вытекает, что многочлен (2), 

коэффициенты которого находятся по 
формулам (6), является многочленом 
Гурвица, т. к. все главные миноры матри-
цы Гурвица этого многочлена положи-
тельны и, следовательно, выполняются 
условия критерия Рауса–Гурвица. Теоре-
ма доказана.  
Замечание 2. Теоремы 1 и 2 можно 

легко доказать с помощью критерия Ми-
хайлова, который дает необходимые и 
достаточные условия того, что рассмат-
риваемый многочлен является многочле-
ном Гурвица в терминах количества и 
расположения корней многочленов, яв-
ляющихся вещественной и мнимой ча-
стью годографа Михайлова. Далее при 
доказательстве теорем мы будем исполь-
зовать подход Михайлова, т. к. использо-
вание критерия Рауса–Гурвица будет не 
всегда очевидно. 

Докажем, например, теорему 1, ис-
пользуя критерий Михайлова. 
Доказательство. Пусть годограф Ми-

хайлова многочлена (1), являющегося 
многочленом Гурвица, имеет вид 

( ) ( ) ( )f i g ihω = ω + ω  ,                   (7) 
2 4 6

0 2 4 6

3 5 7
1 3 5 7

( ) ,

( ) ,

g a a a a

h a a a a

ω = − ω + ω − ω +

ω = ω − ω + ω − ω +

K

K
 

тогда годограф Михайлова многочлена 
(2), коэффициенты которого находятся по 
формулам (6), имеет вид 

            
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

F i G iH

g h i h

ω = ω + ω =
γ= α ω + ω + β ω
ω

           (8) 

Так как многочлен (1) является много-
членом Гурвица, то из критерия Михай-
лова следует, что многочлены ( )g ω  и 

( )h ω  имеют в сумме n  неотрицательных 
корней, которые не совпадают и переме-
жаются 1 20 n= ω < ω < < ωK . Покажем, 

что корни многочленов ( )G ω  и ( )H ω  
обладают теми же свойствами. 
Действительно, многочлен 

 ( ) ( )H hω = β ω  имеет те же корни *
iω , что 

и многочлен ( )h ω : 
* * *

1 1 3 30 m m= ω = ω < ω = ω < < ω = ωK , 

( m n= , если n  нечетное; 1m n= − , ес-
ли n  четное). 
Заметим, что многочлен ( )gα ω  также 

имеет те же корни, что и многочлен 

( )g ω , а многочлен ( )h
γ ω
ω

 имеет те же 

корни, что и многочлен ( )h ω , кроме 

корня 1 0ω = . Так как многочлены ( )g ω  

и ( )h ω  принимают поочередно по-
ложительные и отрицательные значения, 
то можно написать 

1 0 1( ) 0,G a aω = α + γ >  

2 2
2

( ) ( ) 0,G h
γω = ω >

ω
 

3 3( ) ( ) 0,G gω = α ω <   

4 4
4

( ) ( ) 0,G h
γω = ω <

ω
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5 5( ) ( ) 0,G gω = α ω >   

6 6
6

( ) ( ) 0,G h
γω = ω >

ω
 

2 1 2 1( ) ( ),k kG g+ +ω = α ω  

2 2
2

( ) ( ),k k
k

G h
γω = ω

ω
 

где знаки последних величин зависят от 
четности k . Таким образом, корни *

2iω  

многочлена ( )G ω  расположены в интер-
валах 

* *
2 2 3 4 4 5

* *
6 6 7 2 2 2 1

( , ), ( , ),

( , ), , ( , ),k k k +

ω ∈ ω ω ω ∈ ω ω

ω ∈ ω ω ω ∈ ω ωK
 

т. к. на границах этих промежутков мно-
гочлен имеет значения разных знаков. 
Эти условия можно переписать в виде 
неравенств: 

* * *
2 2 3 4 4 5 6 6 7

*
2 2 2 1

, , , ,

, , .k k k +

ω < ω < ω ω < ω < ω ω < ω < ω

ω < ω < ω

K

K

 
Из сказанного выше следует, что мно-

гочлены ( )G ω  и ( )H ω  имеют в точности 
n  неотрицательных корня, которые не 
совпадают и перемежаются. Отсюда, по 
критерию Михайлова, вытекает, что пре-
образованный многочлен является мно-
гочленом Гурвица. Теорема доказана. 
Теорема 3. Если многочлен Гурвица 

(1) является многочленом нечетной сте-
пени 2 1n k= + , то линейные преобразо-
вания его коэффициентов  

            
2 2 2 1

2 1 2

,

, ( 0,1, ),
i i i

i i

b a b

a a i
+

+

= α =
= β + γ = K

          (9) 

где 0α > , 0γ >  и 0β >  произвольные 
положительные числа, являются допус-
тимыми линейными преобразованиями. 
Доказательство. Пусть годограф Ми-

хайлова многочлена (1), являющегося 
многочленом Гурвица, имеет вид (7), то-
гда годограф Михайлова многочлена (2), 
коэффициенты которого находятся по 
формулам (9), имеет вид 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( ))

F i G iH

g i h g

ω = ω + ω =
= α ω + β ω + γω ω

          (10) 

Так как многочлен (1) является много-
членом Гурвица, то многочлены ( )g ω  и 

( )h ω  имеют в сумме n  неотрицательных 
корня, которые не совпадают и переме-
жаются 1 20 n= ω < ω < < ωK . Покажем, 

что корни многочленов ( )G ω  и ( )H ω  
обладают теми же свойствами. 
Действительно, многочлен 

( ) ( )G gω = α ω  имеет те же корни *
2iω , что 

и многочлен ( )g ω  
* * *

2 2 4 4 2 2k kω = ω < ω = ω < ω = ωK  , (11) 

Заметим, что многочлен ( )hβ ω  также 
имеет те же корни, что и многочлен ( )h ω , 
а многочлен ( )gγω ω  имеет те же корни, 
что и многочлен ( )g ω  с добавлением 

корня 1 0ω = . Так как многочлены ( )g ω  

и ( )h ω  принимают поочередно положи-
тельные и отрицательные значения, то 
можно написать 

1( ) 0,H ω = 2 2( ) ( ) 0,H hω = β ω >

3 3 3( ) ( ) 0,H gω = γω ω <  

4 4( ) ( ) 0,H hω = β ω <  

5 5 5( ) ( ) 0,H gω = γω ω >  

6 6( ) ( ) 0,H hω = β ω > …, 

2 2( ) ( )k kH hω = β ω , 

2 1 2 1 2 1( ) ( )k k kH g+ + +ω = γω ω , 

где знаки последних величин зависят от 
четности k . Таким образом, корни *

2 1k +ω  

многочлена ( )H ω  расположены в интер-
валах 

* *
1 1 2 3 3

* *
4 5 5 2 2 1 2 1

0 , ,

, , ,k k k+ +

= ω = ω ω < ω < ω

ω < ω < ω ω < ω < ωK
 

т. к. на границах этих промежутков этот 
многочлен имеет значения разных знаков. 
Из последних неравенств и неравенств 
(11) следует, что многочлены ( )G ω  и 

( )H ω  имеют в сумме 2 1n k= +  неотри-

цательных корня * * *
1 2 2 10 k+= ω < ω < < ωK , 

которые не совпадают и перемежаются. 
Отсюда вытекает, что преобразованный 
многочлен ( )F z  является многочленом 
Гурвица и, следовательно, линейное пре-
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образование коэффициентов (9) является 
допустимым. Теорема доказана.  
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Одной из основных задач современно-

го этапа развития науки, техники и тех-
нологии являются фундаментальные ис-
следования в области моделирования, 
управления, качественного и количест-
венного анализа динамики сложных 
управляемых систем. В связи с усложне-
нием технических средств и систем 
управления необходимо разрабатывать 
все более тонкие качественные и количе-
ственные методы исследования поведе-
ния решений динамических систем, по-
строения для этих систем программных 

управлений и методов их синтеза, крите-
риев устойчивого, надежного и безопас-
ного функционирования систем, имею-
щих различные особенности [4]. 
Большинство математических моде-

лей, используемых при описании слож-
ных технических систем и технологиче-
ских процессов, претендующих на неко-
торую целостность, представляют собой 
динамические системы, функционирова-
ние которых описывается системами 
обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Если проводить исследование уп-

* - автор, с которым следует вести переписку. 


