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О НЕКОТОРЫХ ОБЩИХ ЗАКОНОМЕРНОСТЯХ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО  

ВНЕДРЕНИЯ СФЕРИЧЕСКОГО ИНДЕНТОРА 
 

На основе подобия деформационных характеристик рассмотрены общие законо-
мерности при вдавливании сферического индентора в однородное упруго-пластическое 
упрочняемое твердое тело, которые получили подтверждение при использовании диа-
граммы непрерывного нагружения и разгрузки в координатах «нагрузка-перемещение». 
Представлены выражения средних напряжений и площади контакта в зависимости 
от степени нагруженности, которые могут быть использованы в трибомеханике и 
задачах поверхностного пластического деформирования. 
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Контактные задачи находят широкое 

применение при расчетах на прочность 
деталей машин, в трибомеханике, задачах 
поверхностного пластического деформи-
рования и др. Если в упругой области 
контактного взаимодействия проблем не 
возникает, то они появляются при упру-
гопластическом силовом взаимодействии 
[1, 2, 3] из-за сложностей учета упроч-
няемости материала в процессе нагруже-
ния и определения границ существования 
упругой области, области ограниченной 
упругопластичности и области развитой 
упругопластичности. Часто упругопла-
стические задачи пытаются решить в уп-
ругой постановке, рассматривая повтор-
ный контакт как упругий, например [1, 4]. 
При этом используется радиус кривизны 
лунки, определенный исходя из глубины 
лунки и диаметра отпечатка. При таком 
подходе распределение контактного дав-
ления на площадке контакта радиусом a  
является «герцевским», т.е. 
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π
=  - давление в центре пло-

щадки контакта, P – сила вдавливания, r
- текущий радиус. 

На самом деле при упругопластиче-
ском деформировании распределение 

давления на площадке контакта выравни-
вается [4]. Более подробно этот вопрос 
рассмотрен в работе [5], поэтому вос-
пользуемся предложенной там методи-
кой. Допустим, что диаграмма вдавлива-
ния определена экспериментально и за-
дана в степенном виде 

                           nchP 0= ,                     (2) 

где nc,  - контакты. 
Условие равновесия индентора 
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a
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где ( )rp  - распределение контактного 
давления. 

Функция контактных перемещений 
( )rh  для сферического индентора 
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где R – радиус сферы. В работе[5] 

( ) ( ) ( )Rrarh 222 −= . 

 
Дифференцируя выражение (4) по r, 

имеем 
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или 

* - автор, с которым следует вести переписку. 



I.  Проблемы  механики  и  машиноведения  
 

39 

 

 ( ) ( ) .
2

0
2
0

2

hdh
h

R
rdhrh

h

a
rdr −=−=         (5) 

Тогда уравнение равновесия, выра-
женное через функцию контактных пере-
мещений 
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С учетом выражения (2) получим  
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функцию давления ( )hp  ищем в виде 

                      ( ) αξ= hhp ,                     (8) 
где αξ,  - параметры искомой функции. 

Подставляя (8) в (7) имеем 
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Полученное выражение может быть 
выполнено при условии: 
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Подставляя (10) и (11) в (8), получим 
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                   ( )15,0 −=β n ,                  (14) 
при этом 

                ( )β+= 10 mpp ,                   (15) 

mp  - среднее давление на площадке кон-

такта. Так значение n находится в преде-
лах от 1 до 2, то 5,0....0=β . Выражение 
(1) является частным случаем выражения 
(12) при 5,0=β . 

В работе [6] получены выражения, 
описывающие напряженно-деформи-

рованное состояние полупространства 
при действии на него нагрузки вида (12), 
которые должны вносить существенные 
изменения при определении критериев 
начала пластической деформации, т.е. 
при расчетах эквивалентных напряжений 
при упругом контакте, или интенсивно-
сти напряжений при упругопластическом 
контакте. Так например, в ряде работ [2, 
7-9] при определении главных компонен-
тов интенсивности напряжений на по-
верхности в центре площадки контакта 
использовались выражения для распреде-
ления (1), а для определения 0p  исполь-

зовалась теория Герца, которая дает за-
вышенные значения 0p . 

Определенный интерес при описании 
процесса внедрения сферического инден-
тора в деформируемое полупространство 
вызывает использование подобия дефор-
мационных характеристик, что позволяет 
выразить все уравнения деформации в 
безразмерном виде. Результаты такого 
подхода приведены в [3], где представле-
на диаграмма вдавливания сферического 
индентора в области упругости, области 
ограниченной упругопластичности и в 
области развитой упругопластичности, а 
также приведены соответствующие вы-
ражения, подтвержденные эксперимен-
тами. Аналогичный подход использован в 
работе [11]. Недостатком указанной ра-
боты является использование при опре-
деление критерия пластичности на по-
верхности контакта выражения для упру-
гого контакта. Достоинством использо-
ванного в работе [11] подхода является 
то, что области ограниченной и развитой 
упругопластичности описываются одним 
выражением. 

С целью совершенствования метода 
подобия деформационных характеристик 
ниже приведем видоизмененные выраже-
ния работы [11], позволяющие использо-
вать другие критерии пластичности, на-
пример, критерий Треска, когда пласти-
ческие деформации зарождаются в при-
поверхностной области, или критерий, 
предложенный в работе [3]. В первом 
случае максимальное контактное давле-
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ние yp σ= 613,10 , где yσ  - предел теку-

чести. Во втором случае yp σ= 8,20 . 

Максимально контактное давление, при 
котором начинается пластическая дефор-
мация, представим в виде: yyΚp σ=0 , 

где yΚ  - константа. 

Используя соотношение теории Герца 
определим выражение для критической 
нагрузки yΡ , и соответствующей ей де-

формации yh :  
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где ( ) E21 µ−=θ  - упругая постоянная.  
Общая деформация в упругопластиче-

ской области [12] 
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где HD – пластическая твердость; 

yHΚHD σ= , KH – коэффициент. 

Заменим абсолютную нагрузку ее от-
носительной величиной yi ΡΡk = . 

Выражения (20) и (21) представим в 
виде  
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С учетом выражений (22) и (23) из (19) 
имеем 
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Выражения (22) – (24) отличаются тем, 
что величины деформаций определяются 

только степенью нагружения k и величи-
ной yh . 

Решение уравнения (24) представим в 
виде  
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В качестве примера рассмотрим слу-

чай, когда 5;8,2 == Hy ΚΚ . 

С достаточной для инженерных расче-
тов точностью выражение (25) аппрокси-
мируется зависимостью 
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Согласно [11], параметр α , характери-

зующий напряженное и критическое со-
стояние в зоне контакта, равен 
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Среднее напряжение на площадке кон-

такта 
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Графические зависимости по выраже-

ниям (28) и (27) представлены на рис.1 и 
рис.2 соответственно сплошными линия-
ми. 
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H
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Рис. 1 Изменение относительного среднего 
давления с ростом интенсивности нагрузки. 

klg

α

 
Рис.2 Изменение параметра α с ростом  

интенсивности нагрузки 
 

В работе [14] для описания процесса 
упругопластического взаимодействия при 
вдавливании сферического индентора в 
полупространство использовалась диа-
грамма вдавливания в координатах P-h 
(рис.3). 

 
 

Рис.3 Схема диаграммы вдавливания  
сферического индентора 

Связь между силой P и упругим вос-
становлением представлена в виде 

              ( )mfhhbΡ −= ,                (29) 

где b, m – константы, fh  - остаточная 

глубина отпечатка, аналогичная парамет-
ру ph  в выражениях (18) и (21). 

Важным практическим свойством кри-
вой упругого восстановления отпечатка 
при разгружении является независимость 
от характера распределения давления под 
индентором [4]: 
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где fRhΑ π= 2  - площадь проекции отпе-

чатка. 
Продифференцировав выражение (29) 

и с учетом того, что 

( )m
fhhb −Ρ= maxmax , из выражения (30) 

получено уравнение, описывающее про-
цесс упругопластического взаимодейст-
вия 
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Для анализа выражения (31) использу-
ем подобие деформационных характери-
стик 
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где yP  определяется выражением (16). 

Подставляя выражение (32); (16) в (31) 
и обозначая yhh fi = , получаем 
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Полученное уравнение характеризует-
ся только степенью нагружения k и вели-
чинами HyΚΚm, . Решение данного урав-

нения 
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Имея решение Κy  выражения (33) на-
ходим:  
глубину внедрения 

                      2
0 ki yhh = ;                (34) 

глубину контактирующей части сферы 
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относительное контактное давление 

 
( )( )11

2

2 2 +−
=

π⋅
⋅

=
kc

ym

yk

k

RhH

kP

H

p
;  (36) 

параметр ,α используя выражение (27) 
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Графические зависимости по выраже-

ниям (36) и (37) для 8,2;1,2 == σΚm  и 

5=HΚ  представлены на рис.1 и рис.2 
штриховыми линиями. Точечной линей 
на рис.1 обозначены данные работы [3]. 

Расхождения между значениями отно-
сительного контактного давления по вы-
ражениям (28) и (36) не превышает 8 %, а 
среднее расхождение составляет 5 %. 
Аналогичные цифры для параметра α  со-
ставляют 4% и 2%. Это свидетельствует о 
близости представленных методов описа-
ния упругопластического деформирова-
ния с помощью подобия деформацион-
ных характеристик, несмотря на их раз-
ное происхождение: с использованием 
«модифицированной» формулы Герца 
для определения упругой деформации с 
учетом величины пластической деформа-
ции и из диаграммы разгрузки. Одновре-
менно полученные результаты достаточ-
но хорошо согласуются с данными рабо-

ты [3], которые имеют эксперименталь-
ное подтверждение. 
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