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ПРОГИБ ГИДРОЦИЛИНДРА В РЕЗУЛЬТАТЕ РАДИАЛЬНОЙ 
ДЕФОРМАЦИИ ПОД ДАВЛЕНИЕМ ЕГО КОРПУСА 

 
Предлагается методика определения прогиба гидроцилиндра в результате радиаль-

ной деформации под давлением его корпуса, учитывающая наличие и расположение в 
нем штока с поршнем.  
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Доказано [1-3], что в результате рас-

ширения под давлением рабочей жидко-
сти корпуса гидроцилиндра у него появ-
ляется дополнительный прогиб ( )xyδ , яв-

ляющийся следствием увеличения зазо-
ров в сопряжении «поршень-гильза», 
оценка которого представляет опреде-
ленный интерес с позиций надежности 
[1]. 
Проведенная с учетом соответствую-

щих положений работы [4] оценка длины 
гильзы гидроцилиндра по параметру обо-
лочки 

         ( )[ ] ,8/4,2
2/12

1
2
5 DDz −=δ           (1) 

а также результаты определения величи-
ны рабочего хода штока и ее расп-
ределения по длине максимального его 
выдвижения [5-7] для гидроцилиндров 
существующих ДСМ [8-10], позволили 
заключить, что в нашем случае необхо-
димо оперировать методом расчета пара-
метров деформации толстостенных длин-
ных оболочек. Под характеристикой δz  

подразумевается граничное по параметру 
оболочки [4] положение поршня относи-
тельно днища или направляющей втулки 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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гидроцилиндра, соответственно, при 
вдвижении или выдвижении его штока. 
При этом видно, что с ростом типоразме-
ра гидроцилиндра величина δz  остается 

незначительной. 
Выше D1, D5  – внутренний и наруж-

ный диаметры корпуса гидроцилиндра 

соответственно. 

Согласно положениям работы [11], ра-

диальную деформацию δ внутренней по-

верхности гильзы гидроцилиндра можно 

описать выражением 

( )[ ] ( ),2/ 2
1

2
5

2
1

2
5

2
51

2,1

DDEDDD

Dp

ГГ −−µ+×

×=
=δ

  (2) 

где: EГ и Гµ  соответственно модуль 

(Юнга) нормальной (продольной) упру-

гости и коэффициент Пуассона для мате-

риала гильзы [5, 12-14]; p1 или p2 – давле-

ние жидкости соответственно в поршне-

вой или штоковой полости гидроцилинд-

ра [7]. 

К сожалению, эта и ей подобные [15-

17] зависимости позволяют оценить лишь 

наибольшую деформацию по длине обо-

лочки при максимальном выдвижении 

(вдвижении) штока гидроцилиндра, а не в 

точке контакта поршня с гильзой, что за-

частую необходимо [18, 19]. Кроме того, 

выражение (2) не учитывает длину обо-

лочки, ограниченную текущим положе-

нием поршня, а следовательно, не дает 

возможность выявить характер распреде-

ления параметров деформации оболочки 

по ее длине в каждом конкретном случае. 

И, наконец, данная зависимость непри-

годна для оценки деформированного со-

стояния сочлененной оболочки, полости 

которой, разделенные поршнем с уплот-

нителями, нагружены различным по ве-

личине давлением рабочей среды (рис. 1). 

Для исключения перечисленных не-

достатков можно воспользоваться нижеп-

риведенной методикой расчета радиаль-

ной деформации корпуса гидроцилиндра 

под давлением. 

Итак, доказано [4], что основное отли-

чие длинных оболочек заключается в том, 

что можно пренебречь влиянием нагру-

зок, приложенных к одному краю, на на-

пряженно-деформированное состояние 

возле другого. В этих условиях интерес 

представляют величина и характер рас-

ширения корпуса гидроцилиндра в точке 

контакта поршня с гильзой (рис. 1) при 

величине x вблизи ( )21 2/ ll + . 

В соответствии с тем же источником 

[4], радиальное перемещение δ точек 

средней поверхности оболочки описыва-

ется дифференциальным уравнением ви-

да 

( ) ( )[ ] +δµ−−= 4423
15 /196/ dxdDDE ГГ  

   ( ) ( )[ ] ./8 2,1
2

1515 pDDDDEГ =δ+−+    (3) 
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Рис. 1. Расчетная схема для определения прогиба гидроцилиндра  
в результате радиальной деформации под давлением его корпуса. 

 
Структура полного его решения вы-

глядит следующим образом: 
( ) ( ) ( ),xxx ∗δ+δ=δ o  

где: ( )xoδ  – общий интеграл однородного 
уравнения, равный 

    ( ) ( );sincos 21 xCxCex x λ+λ=δ δδ
λ−o     

( )x∗δ  – частное решение неоднородного 
дифференциального уравнения, за-
писанное [4] в виде 

  ( ) ( ) ( ).8/ 15
2

152,1 DDEDDpx Г −+=δ∗    

Постоянные 1δC , 2δC  интегрирования 

обычно определяются из граничных ус-
ловий, а коэффициент λ  затухания со-
ставляет [1, 5, 20] 

    ( ) ( ) .8//13 2
1

2
5

4 2 DDГ −µ−=λ         

С учетом всего сказанного радиальную 

деформацию ( )xδ  корпуса гид-
роцилиндра можно описать следующими 
зависимостями (рис. 1): 

– для штоковой полости в системе ко-
ординат X0O0Y0  

                        

( ) ( ) +λ+λ=δ δδ
λ−

02010Ш sincos0 xCxCex x  

( ) ( );8/ 15
2

152 DDEDDp Г −++           (4) 

– для поршневой полости в системе 
координат X1O1Y1  

                       

( ) ( ) +λ+λ=δ δδ
λ−

14131Г sincos1 xCxCex x  
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( ) ( );8/ 15
2

151 DDEDDp Г −++             (5) 

– для сопряженного с поршнем участ-
ка оболочки со стороны штоковой полос-
ти в системе координат X2O2Y2 

( )
( );sincos 2625

2ШШ

2 xCxCe

x
x λ+λ=

=δ

δδ
λ−      (6) 

– для сопряженного с поршнем участ-
ка оболочки со стороны поршневой по-
лости в системе координат X3O3Y3 

( )
( ).sincos 3837

3ГГ

3 xCxCe

x
x λ+λ=

=δ

δδ
λ−      (7) 

При этом надо помнить, что положи-

тельному значению ( )xδ  соответствует 
перемещение точек на окружность боль-
шего радиуса. 
Не трудно видеть, что в последних 

двух записях отсутствуют слагаемые, ха-

рактеризующие частное решение ( )x∗δ  
неоднородного дифференциального урав-
нения (3). Это объясняется отсутствием 
непосредственного влияния на деформи-
рованное состояние корпуса гидроцилин-
дра давления  p1,2  жидкости в местах не-
посредственного контакта поршня с гиль-
зой. То есть, считается, что p1=p2=0 для 

( )212 llxl +≤≤  (рис. 1). 
Отсюда, уравнения для нахождения 

тангенса угла ( )xδ′  наклона кривой де-
формации корпуса гидроцилиндра к его 
продольной оси для оговоренных выше 
участков в соответствующих системах 
координат имеют вид: 

( ) ( ) +λ+λλ−=′δ δ
λ−

0010Ш sincos0 xxСex x

      ( );sincos 002
0 xxCe x λ−λλ+ δ

λ−          (8) 

( ) ( )+λ+λλ−=′δ δ
λ−

1131Г sincos1 xxCex x  

( );sincos 114
1 xxCe x λ−λλ+ δ

λ−            (9) 

                         

( ) ( ) +λ+λλ−=′δ δ
λ−

2252ШШ sincos2 xxCex x   

( );sincos 226
2 xxCe x λ−λλ+ δ

λ−           (10) 

                        

( ) ( ) +λ+λλ−=′δ δ
λ−

3373ГГ sincos3 xxCex x   

   ( );sincos 338
3 xxCe x λ−λλ+ δ

λ−        (11) 

Константы 1δC ... 4δC  интегрирования 

для гидроцилиндров с односторонним 
штоком [11] определяются из систем 
уравнений (4), (8) и (5), (9) с соблюдени-
ем комплекса условий [4]: 

– при 00 =x  деформация ( ) 00Ш =δ x  и 

вторая ее производная ( ) 00Ш =″δ x ; 

– при 01 =x  деформация ( ) 01Г =δ x и 

первая ее производная ( ) 01Г =′δ x . 
Тогда упомянутые здесь уравнения 

окончательно могут быть записаны сле-
дующим образом: 

       

( )
( )

( ) ( );8/

cos1

15Г

2
152

0

0Ш

0

DDEDDp

xe

x
x

−+×

×λ−=

=δ
λ−   (12) 

( ) ( )[ ]×λ+λ−=δ λ−
111Г sincos1 1 xxex x  

( ) ( );8/ 15Г
2

151 DDEDDp −+×          (13) 

                   

( ) ( )×λ+λλ=′δ λ−
000Ш sincos0 xxex x  

( ) ( );8/ 15Г
2

152 DDEDDp −+×          (14) 

         

( )
( )

( ) ( ).4/

sin

15Г
2

151

1

1Г

1

DDEDDp

xe

x
x

−+×

×λλ=

=′δ
λ− (15)  

Важно отметить, что для гидроцилин-
дров с двусторонним штоком [11] выра-
жения (18) и (20) должны быть заменены 
формулами: 

    

( )
( )

( ) ( );8/

cos1

15Г
2

151

1

1Г

1

DDEDDp

xe

x
x

−+×

×λ−=

=δ
λ−      (16) 

( ) ( )×λ+λλ=′δ λ−
111Г sincos1 xxex x  

   ( ) ( )15Г
2

151 8/ DDEDDp −+×           (17) 

Очевидно, что параметры 0xe λ−  и 1xe λ−  
в записях (12)-(17) при увеличении абс-
цисс x0 и x1 стремятся к нулю. Это на-
глядно иллюстрируется кривыми соот-
ветственно в системах координат X0O0Y0 
и X1O1Y1 (рис. 2), из анализа которых сле-
дует, что затухание волны радиальной де-
формации корпуса гидроцилиндра проис-
ходит на длине, близкой к уже упо-
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минавшейся δz . Это указывает на то, что 

в точках O2 и O3 (рис. 1, 2) наибольшая 
деформация корпуса в штоковой и порш-
невой полостях может характеризоваться, 
соответственно, величинами: 

 

 
Рис. 2. Расчетная схема для определения 
радиальной деформации корпуса  

гидроцилиндра. 
– для штоковой полости в системе ко-

ординат X2O2Y2: 
( )

( ) ( );8/ 15Г
2

152

2Ш

DDEDDp

O

−+=

=δ
        

– для поршневой полости в системе 
координат X3O3Y3:  

( ) ( ) ( ),8/ 15Г
2

1513Г DDEDDpO −+=δ   

параметры ( )2Ш О
′δ  и ( )3Г О

′δ  составля-

ют 

          ( ) ( ) 03Г2Ш =′δ=′δ ОО .             

Постоянные 85... δδ СС  интегрирования 

для сопряжения «поршень-гильза» нахо-
дятся из систем уравнений (6), (10) и (7), 
(11) с соблюдением нижеследующего 

комплекса условий [4]: 
– при 02 =x  деформация  

( ) ( )
( ) ( )15Г

2
152

2Ш2ШШ

8/ DDEDDp

Оx

−+=

=δ=δ
 

 и угол ( ) ( ) ;02Ш2ШШ =′δ=′δ Ox  

– при 03 =x  деформация  

( ) ( )
( ) ( )15Г

2
151

3Г3ГГ

8/ DDEDDp

Оx

−+=

=δ=δ
 

 и угол ( ) ( ) .03Г3ГГ =′δ=′δ Ox  

Причем, как видно (рис. 2), названные 
условия реально отвечают требованиям 
геометрической целостности корпуса 
гидроцилиндра. Это, во-первых, абсо-
лютное радиальное совмещение кривых 
деформации, соответственно, в системах 
координат X0O0Y0, X2O2Y2 и X1O1Y1, 
X3O3Y3, а во-вторых, отсутствие их пере-
лома в точках O2 и O3, что явно отражает 
физику процесса упругой деформации 
оболочки. 
Отсюда, упомянутые выше записи 

окончательно принимают вид:  
                         

( ) ( )×λ+λ=δ λ−
222ШШ sincos2 xxex x   

 ( ) ( );8/ 15Г
2

152 DDEDDp −+×         (18) 

                        

( ) ( )×λ+λ=δ λ−
333ГГ sincos3 xxex x   

( ) ( );8/ 15Г
2

151 DDEDDp −+×          (19) 

      

( )
( )

( ) ( );4/

sin

15
2

152

2

2ШШ

2

DDEDDp

xe

x

Г

x

−+×

×λλ−=

=′δ
λ−        (20) 

     

( )
( )

( ) ( ).4/

sin

15
2

151

3

3ГГ

3

DDEDDp

xe

x

Г

x

−+×

×λλ−=

=′δ
λ−     (21) 

Развивая последние положения, отме-
тим, что формулы (18), (20) и (19), (21) 
описывают в системах координат X2O2Y2 
и X3O3Y3 (рис. 2) радиальную деформа-
цию сопряженного с поршнем участка 
корпуса гидроцилиндра со стороны нахо-
дящейся под внутренним давлением по-
лости при отсутствии такового в другой. 
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Для окончательного же аналитического 
представления деформации этого участка 
оболочки при наличии рабочей жидкости 
в обеих полостях гидроцилиндра под 
давлением 00 21 ≠≥≤≠ pp  необходимо 
сложить зависимости (6), (7) и вычесть из 
формулы (9), предварительно увязав их 
системы координат, например, как сде-
лано ниже – со стороны полости высоко-
го давления при p1 〉〉 p2 в системе коорди-
нат X3O3Y3 (рис. 2): 

                          

( ) ( ) ( )[ ] ×−+=δ −1
15

2
153ГШ 8 DDEDDx Г  

( ) ( )[{ +−λ× −λ−
312 cos31 xlep xl  

    
( ) ]

( ) };sincos

sin

331

31

3 xxep

xl
x λ+λ+

+−λ+
λ−        (22) 

                    

( )
( ) ( )[ ]×λ−−λλ=

=
′

δ
λ−−λ−

31312

ГШ

sinsin 331 xepxlep

x
xxl

 

           ( ) ( ).4/ 15
2

15 DDEDD Г −+×       

при изменении абсциссы 3x  в пределах 

.130 lx ≤≤  

Примечательно, что при равенстве 
давлений p1=p2 и стремлении ширины 
поршня 01 →l  итоговая кривая стремит-
ся к прямой, уравнивая значения функций 

( )xГШδ  и ( )x′δГШ  в точках O2 и O3. На-

против, увеличение длины поршня 1l  до 

значения δ〉〉 zl1  практически исключает 

радиальную деформацию корпуса гидро-
цилиндра на сопряженном с поршнем 
участке. Таким образом, ее характеристи-
ки особенно значимы при выборе и опти-
мизации конструктивных параметров со-
пряжения «поршень-гильза» гидроци-
линдра, в частности, по триботехниче-
ским характеристикам. 
Понятно, что результатом наличия за-

зора ( )3ГШ xδ  в названном сопряжении, 

опять-таки, является угловая несоосность 
его длинномерных элементов (рис. 1), ко-
торая описывается углом Дδ  несоосности 

и, в свою очередь, является причиной 

возникновения у гидроцилиндра прогиба 
( )xyδ  вследствие радиальной деформа-

ции его корпуса под давлением рабочей 
жидкости.  
Аналитически величину угла Дδ  целе-

сообразно представлять для принятых 
выше условий выражением, аналогичным 
известному [18], с той лишь разницей, 
что слагаемое ( )2/2/ 24 DD −  в числителе 
равно нулю 

( ) ( ) ( )[ ] =+−+−=δ zlllDD 02113Д /2/2/

           ( ) ( ) ( )[ ]./ 0213ГШ zlllx +−+δ=     

Выше D2, D3, D4 – диаметры штока, 
поршня и направляющей втулки соответ-
ственно (рис. 1). 
В нем параметр  

( ) ( )2/2/ 133ГШ DDx −=δ  

характеризует максимальный зазор в со-
пряжении «поршень-гильза» гидроци-
линдра. 
Тогда прогиб ( )xyδ  гидроцилиндра 

(рис. 1) соответственно для штока и гиль-
зы описывается формулами: 

          ( ) ;sin 1Д1ДШ δ≈δ=δ xxxy        (23) 

              
( ) ( )[ ]{ } ≈δ−−++=δ 2Д603Г sinxlzllxy  

        ( )[ ]{ } .2Д603 δ−−++≈ xlzll       (24) 

Здесь: x – расположение исследуемого 
сечения в системе координат XOY, а 1Дδ  

и 2Дδ  – углы (рис. 1), равные 

                   
( ) ( )[ ]{ } ;/ Д603631Д δ−++−=δ lzllll       

                  
( ) ( )[ ]{ } ;/ Д60302Д δ−+++=δ lzllzl        

и характеризующие соотношение длин 
гильзы и выдвинутой из нее части штока 
(1). 
Как и ранее, следует помнить, что 

формулы (23) и (24) справедливы для 
гидроцилиндров исполнением 1 (а) [5], у 
которых параметр 06 =l  и исполнением 

2 (б), для которых характерны неравенст-
во 06 ≠l  и положительная реакция в 

опоре штока AsR >0 [6]. В том случае, ко-

гда у гидроцилиндров исполнения 2 (б) 
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реакция отрицательна AsR <0, следует 

менять знак перед прогибами ( )xy Шδ  и 

( )xy Гδ  на обратный. 

Количественный анализ прогиба 
( ),xyδ  проведенный согласно данным о 

возможных параметрах гидроцилиндров 
по ГОСТ 6540-68, показывает, что его 
роль в их напряженно-деформированном 
состоянии возрастает с ростом типораз-
мера. 
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