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Разработана методика эффективного моделирования профиля и шероховатой по-

верхности на основе функции Вейерштрасса-Мандельброта путем варьирования 
фрактальных параметров с использованием ЛПτ-последовательностей. Предложены 
математическая модель фрактальной шероховатой поверхности, математическая 
модель контакта жесткой шероховатой поверхности с упругим полу-пространством. 
Получено выражение для определения фрактальной размерности эквивалентной шеро-
ховатой поверхности в зависимости от фрактальных размерностей контактирующих 
поверхностей и максимальных высот неровностей. 
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Эксплуатационные свойства деталей 
машин во многом определяются микро- и 
макрогеометрией контактирующих по-
верхностей и величиной приложенной 
нагрузки. Изначально топография дета-
лей машин традиционно рассматривалась 
как случайный стационарный процесс. 
Впервые такой подход был использован в 
работе [1], где авторы анализировали уп-
ругий контакт двух шероховатых поверх-
ностей, исследуя плоскую поверхность в 
нормальном контакте с эквивалентной 
шероховатой поверхностью, состоящей 
из сферических неровностей постоянного 
радиуса, равного среднему радиусу кри-
визны исходных поверхностей. Предпо-
лагая нормальное распределение высот 
неровностей и распределение неровно-

стей в соответствии с известной плотно-
стью материала, для нормальной нагруз-
ки были получены выражения для коли-
чества контактных площадок, средней 
площади контакта, фактической площади 
контакта и зазора между поверхностями. 
Этот подход был развит в работах [2, 3 и 
др.]. 

Дальнейшее развитие теория контакта 
реальных поверхностей получила при ис-
пользовании дискретной модели шерохо-
ватости [4, 5, 6 и др.], отличительной 
особенностью которой являются пара-
метры распределения, выбирающиеся не 
на основе принятых допущений, а опре-
деляемых экспериментально в результате 
обработки профилограммы, исходя из 
значений микрогеометрии.  

* – автор, с которым следует вести переписку 
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Основной недостаток вышеперечис-
ленных теорий контакта шероховатых 
поверхностей заключается в том, что не 
учитывается взаимное влияние неровно-
стей при большой плотности пятен кон-
такта. Впервые учет взаимного влияния 
для неровностей, распределенных по вы-
соте, был рассмотрен в работе [7], где по-
казано, что с ростом взаимного влияния 
несущая способность стыка шероховатых 
поверхностей понижается, а граница пе-
рехода от упругих деформаций к упруго-
пластическим смещается в область мень-
ших контурных давлений. 

В последнее время для моделирования 
контакта шероховатых поверхностей ис-
пользуется фрактальная геометрия [8, 9, 
10]. Главное достоинство данного подхо-
да заключается в том, что фрактальные 
параметры остаются неизменными на 
всех масштабах измерения шероховато-
сти и не зависят от длины выборки.  

Приведем краткое содержание основ-
ных положений теории контактного ана-
лиза фрактальных поверхностей. Для мо-
делирования профиля шероховатой по-
верхности в работах [8, 10] использована 
функция Вейерштрасса-Мандельброта, 
обладающая свойствами непрерывности, 
недифференцируемости и автоафинности 
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где G – характерный масштаб длины по-
верхности, D – фрактальная размерность, 
γ
п – определяет частотный спектр шеро-
ховатой поверхности. Для высокой спек-
тральной плотности и случайной фазы 
признано подходящим значение γ = 1,5.  

В работе [8] для описания профиля ис-
пользована функция  
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где п – индекс частоты, φn – случайная 
фаза. 

Для описания изменения высоты по-
верхности в [9] использована функция  
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где L – длина выборки, Lm – предельная 
длина, DS = D+1, М – параметр, опреде-
ляющий количество налагаемых волн для 
моделирования поверхности.  

Для упрощения задачи система двух 
противостоящих шероховатых поверхно-
стей заменена системой, состоящей из 
плоской твердой поверхности и дефор-
мирующейся эквивалентной шероховатой 
поверхностью с эквивалентным модулем 

Юнга ( ) ( ) ,/1/1 2
2
21

2
1

* EvEvE −+−=  где v1, 
v1, E1 и E1 – коэффициенты Пуассона и 
модули Юнга исходных поверхностей 
соответственно. Основной подход при 
определении общей силы деформации 
плоскости контакта заключается в вычис-
лении сил микроконтактов отдельных не-
ровностей и интегрировании сил микро-
контактов всей поверхности с помощью 
функции размерного распределения мик-
роконтактов, разработанной Мандельбро-
том. Особенно трудная задача механики 
микроконтакта это изменение формы по-
верхности вследствие ее деформации [8].  

При контактном анализе фрактальных 
поверхностей для определения силы де-
формации отдельного микроконтакта 
данного размера необходимо, прежде 
всего, определить деформацию с проти-
востоящей твердой поверхностью. Одна-
ко из-за сложности выражения (1) невоз-
можно получить простые соотношения 
для деформации неровности, соответст-
вующей размеру микроконтакта из-за 
двойного суммирования и присутствия 
случайных фаз. Поэтому допускаются 
сферические микроконтакты неровностей 
и однопеременные эквивалентные соот-
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ношения для двухпеременных поверхно-
стей. Это сделано путем введения мно-
жителя С(М), чтобы определить наложе-
ние М гребней, и с помощью установки 
среднеквадратического значения 2D по-
верхности, эквивалентной 3D поверхно-
сти [9]. После введения множителя С(М) 
и рассмотрения только одного гребня в 
выражении (1) было обнаружено, что для 
типичного значения D = 2,5 и М в диапа-
зоне от 1 до 100 С(М) принимал значения 
от 0,85 до 1,15. Приравнивая С(М)≈1 из 
выражения (1), получено 

( )

∑
=

−

−






















φ−πγ−φγ×

×γ






=

max

0
,1,1

)3(

2/1
2

2
coscos

ln)(

n

n
n

n

n
nD

D

L

x

L

G
Lxz

 

Таким образом, профиль поверхности 
состоит из уменьшающихся косинусои-
дальных неровностей, находящихся на 
верхушке больших неровностей. Для не-
ровности с урезанным радиусом микро-
контакта r/ наибольшая длина волны рав-
на 2r/ [9]. Косинусная составляющая с со-
ответствующим индексом частоты 
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Считая форму неровности приближен-
но круглой, эквивалентный радиус кри-
визны определяется из выражения 

( ) .22 δ=′ Rr  Из выражения (2) 
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Тогда, с учетом того, что а′=π(r′)2 
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Следует добавить, что для вычисления 
силы контакта неровности используется 
наибольшая длина волны, а все меньшие 
неровности, находящиеся на большей не-
ровности, игнорируются.  

Из контактной теории Герца упругая 
сила микроконтакта  
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где r – радиус фактической площади 
микроконтакта, определяемой из равен-
ства πr2=a. Для упругого контакта а/=2а 
и, следовательно, а/=2π r2. Упругая сила 
микроконтакта получена как функция от 
а

/ путем подстановки выражения (4) в (5) 
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Согласно [1], критерием для начала 
пластической деформации является вели-
чина  
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где b – константа, не зависящая от разме-
ра микроконтакта, Н – твердость. 

 Контакт поверхности состоит из 
большого диапазона размеров микрокон-
тактов. Подставляя выражения (3) и (4) в 
(6), можно получить критический размер 
микроконтакта а

/
с, характеризующий 

пластическое течение материала неров-
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Неровности с а′>а′с деформированы 

упруго, т. к. они  удовлетворяют условию 
δ<δR, а неровности с а′≤ а′с удовлетворя-
ют условию пластической текучести. 
Этот результат противоречит модели 
Гринвуда-Уильямсона, что объясняется 
тем, что контактный анализ учитывает 
зависимость радиуса кривизны от площа-
ди микроконтакта (выражение (4)), тогда 
как в модели Гринвуда-Уильямсона ра-
диус кривизны рассматривается как неза-
висимая величина.  

Для размерного определения пятен 
контакта используется выражение, пред-
ложенное Мандельбротом для кумуля-
тивного распределения размеров остро-
вов на земной поверхности. Считается, 
что контактные пятна, образованные го-
ризонтальным сечением, также будут 
следовать степенному закону вида 
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где распределение нормировано относи-
тельно площади наибольшего пятна кон-
такта аL. 

Дифференцированием распределения 
(7) можно получить распределение п(а) в 
виде  
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Следовательно, фактическая площадь 
контакта  
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и сила упругой деформации  
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 Приведем некоторые критические за-
мечания по вышеизложенному контакт-
ному анализу фрактальных поверхностей. 

1. По приведенному контактному ана-
лизу эквивалентный радиус кривизны не-
ровности зависит от радиуса урезанного 
сечения r/. Однако, если для этой же сфе-
рической неровности радиусом R урезан-
ное сечение сместить по высоте, то полу-
чим другое значение радиуса. 

2. Не исследован закон распределения 
(7) для реальных шероховатых поверхно-
стей. В работе [9] указано, что распреде-
ление размеров (7) имеет два варианта 
степенных законов: для больших пятен 
контакта экспонента размерность 2, а для 
малых она близка к 1,15. 

3. Из выражения (8) для типичного 
значения D=1,5 следует   аL

/=0,33Аr, что 
не типично для реальных площадей кон-
такта шероховатых поверхностей.  

4. Не учитывается взаимное влияние 
неровностей. Как следует из данных ра-
боты [8], при взаимном влиянии неровно-
стей для упругого контакта не имеет ме-
сто равенство ас

/=2а. 

5.  Напряжено-деформированное со-
стояние контактирующих тел зависит от 
исходного просвета между ними [11]. Для 
правильной геометрической формы по 
мере роста приложенной нагрузки на-
пряжения возрастают. Вначале имеют 
место упругие деформации. Пластическая 
деформация наступает при выполнении 
критериев, полученных по энергетиче-
ской теории сдвиговой деформации или 
по теории максимальных напряжений 
(последний более предпочтителен для 
Герцевских эпюр контактных напряже-
ний). Поэтому критерием перехода от од-
ного вида контакта не может быть пере-
мещение или площадь контакта. 

6. Не исследовалось реальное число 
вершин микронеровностей фрактальных 
поверхностей, описываемых выражением 
(1). 

Из вышесказанного следует необходи-
мость дополнительного исследования 
фрактальных поверхностей. С этой целью 
в среде «MATLAB» была реализован 
программный комплекс «FD contact», по-
зволяющий моделировать фрактальную 
поверхность согласно выражению (1). 
Исходными данными для моделирования 
являются параметры шероховатости по 
ГОСТ 2789-73 Rmax, Ra, Rp, S, Sm, tp и 
дополнительные параметры Rq, Rp, за-
данные или определенные из профило-
грамм, а также фрактальные параметры D 
и G. При необходимости программа по-
зволяет для заданного диапазона частот 
неровностей определять значения пара-
метра γ∈1,4…1,6 таким образом, чтобы 
значение каждого параметра шероховато-
сти смоделированной поверхности соот-
ветствовало заданной точности.  

Для смоделированной фрактальной 
поверхности определялось число вершин, 
впадин и высот неровностей по высоте 
шероховатой поверхности, вычислялись k 
N×N-массивов, состоящих из порядковых 
номеров пятен контакта, k=100 – количе-
ство уровней, определялись площади се-
чения и объемы неровностей.  



Системы.  Методы.  Технологии  

34 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

        а)               б) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        в)               г) 
  

Рис. 1. Распределения размеров сечений неровностей, соответственно, 
для уровней и = 0,15; 0,25; 0,35 и 0,45. 

 
На рис. 1 представлены результаты 

вычислительных экспериментов по рас-
пределению размеров сечений неровно-
стей (обозначены точками) для поверхно-
стей с разной фрактальной размерностью 
и средние линии, полученные методом 
наименьших квадратов, наклон которых 
со средней погрешностью 12 % соответ-
ствует D/2. На рис. 2 представлены шеро-
ховатые поверхности, смоделированные 
по выражению (1) для nmax=6; 8; 10 и 12. 
На рис. 3 показаны типичные плотности 
распределения вершин и впадин неровно-
стей шероховатой поверхности. Плавны-
ми линиями обозначены плотности рас-
пределения вершин и впадин неровно-
стей вида  
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где us, vs – соответственно, уровни насы-
щения вершин и впадин; В(αi,βi) – бета-
функция, αi, βi – константы, определяемы 
На рис. 4 а, б показаны плотности рас-
пределения высот неровностей, соответ-
ствующих распределениям вершин и 
впадин на рис. 3а,б, для значений 
us=vs=0,88 (а) и us=vs=0,6 (б). Как следует 
из представленных зависимостей, диапа-
зон распределения относительных высот 
практически охватывает весь диапазон от 
0 до 1, однако имеет явно выраженный 
максимум. 
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Рис. 2. Фрактальные шероховатые поверхности, смоделированные по выражению 
(1) для nmax=6; 8; 10 и 12. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а)               б) 
Рис. 3. Типичные плотности распределения вершин и впадин неровностей  

шероховатой поверхности. 
 

 
 
 
 
 
 
 

  
а)              б) 

 
Рис. 4. Плотности распределения высот неровностей,  

соответствующих распределениям вершин и впадин на рис. 3. 
 

На рис. 5 представлены зависимости 
числа вершин неровностей Nmax в зависи-

мости от числа гармоник n, из которых 
следует, что с ростом числа п происходит 
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насыщение числа вершин неровностей, 
Ln=L/γnmax,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. Зависимости числа вершин неровно-
стей Nmax в зависимости от числа гармоник n 
для разных фрактальных размерностей. 

 

При расчете относительной площади 
контакта использовалась дискретная мо-
дель шероховатости, параметры которой 
определялись из смоделированной по-
верхности. Как показали проведенные 
нами дополнительные исследования, рас-
чет относительной площади контакта при 
распределении высот неровностей, со-
гласно рис. 4, с погрешностью, не пре-
вышающей 5 %, можно производить, ис-
пользуя дискретную модель шероховато-
сти с высотами неровностей, равных 
среднему их значению. При расчетах от-
носительной площади контакта исполь-
зовалась функция распределения вершин 
неровностей в виде  

( ) ( )∑
=

ω−ηω=ϕ
n

k

kuu
0

/ ,  ( )ω= /int un ,    (9) 

где ω – относительная высота неровно-
стей,  

( ) ( )
( ) ,

,
,
βα
βα=η

B

B
x x  

Вх(α,β) – неполная бета-функция.  
Изначально контакт отдельной неров-

ности рассмотрен с учетом взаимного 
влияния остальных контактирующих не-
ровностей, действие которых, используя 
принцип Сен-Венана, можно рассматри-
вать как действие равномерно распреде-
ленной нагрузки qc, действующей в коль-
цевой области на определенном расстоя-
нии aci от неровности. В результате ре-
шения основного уравнения осесиммет-

рической контактной задачи получено 
выражение для определения относитель-
ной площади контакта 
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где  
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ω
Θ=         (11) 

Θ – упругая постоянная, Θ=1/E*; 
ac=Ac/Nmax; Rmax – максимальная высота 
неровностей.  

Для определения зависимости η=η(Fq) 
использованы выражения [12,13]: 
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которые совместно с выражениями (9), 
(10) и (11) составляют замкнутую систе  
му трансцендентных уравнений. Зависи-
мость η(Fq) получаем исключением па-
раметра ε из уравнений (12) и (14). 

Результаты вычислений представлены 
на рис. 6 и рис. 7, из которых следует: 

• с ростом числа гармоник пmax отно-
сительная площадь контакта при одина-
ковой относительной нагрузке Θqc 
уменьшается; 

• при увеличении фрактальной раз-
мерности D относительная площадь кон-
такта уменьшается; 

• более универсальным параметром, 
не зависящим от числа гармоник пmax и 
фрактальной размерности D, является па-
раметр Fq; 

• взаимное влияние неровностей за-
метно проявляется при 0,4η > , а при 

0,8η =  значения параметра, определен-
ного с учетом взаимного влияния неров-
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ностей и без учета (штриховая линия на 
рис. 6б), отличаются более чем два раза.  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а)                б) 

Рис. 6. Зависимости η(ΘΘΘΘqс) и η(Fq) для nmax=6; 8; 10 и 12. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Рис. 7. Зависимости η(ΘΘΘΘqc) и η(Fq) D=1,3; 1,6 и 1,8. 
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УДК 531.1 
Ю.В. Ермошенко  

 
КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СТРУКТУРЫ КАК ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ОБРАТНЫЕ 

СВЯЗИ В ВИБРОЗАЩИТНЫХ СИСТЕМАХ 
 
Предлагается структурный подход к разработке математической модели систе-

мы, имеющей в своем составе механическую колебательную цепь. Такая цепь на 
структурной схеме может рассматриваться, как дополнительная обратная связь с 
соответствующим упрощением структуры системы в целом. 

 
Ключевые слова: виброзащита, виброзащитная система, структурная схема, переда-

точная функция, дополнительная обратная связь 
 
В ряде работ [1, 2] развиваются обоб-

щенные подходы к рассмотрению доста-
точно широкого класса задач вибрацион-
ной защиты, мехатроники и ряда других 
приложений структурной теории механи-
ческих колебаний. Последнее связано с 
представлениями о расширении набора 
типовых элементов в колебательных сис-
темах. 

Использование в качестве дополни-
тельных элементов механических цепей в 
виде различных механизмов позволило 
не только показать работы предшест-
венников в рамках определенной и раз-
вивающейся методологической основы, 
но и определиться с возможными направ-
лениями поисков. Развиваемый автором 
подход заключается в том, что он позво-
ляет с единых позиций перейти к иссле-
дованиям активных виброзащитных сис-
тем (ВЗС), в которых дополнительная 
связь реализуется через управляемые 
устройства (сервоприводы), использую-

щие энергию внешних источников, что в 
значительной степени направляет внима-
ние к динамическим процессам взаимо-
действия составных частей и элементов 
системы, а это требует дальнейшей раз-
работки методов математического моде-
лирования сложных систем с целью 
оценки возможности изменения динами-
ческого состояния введением различных 
связей. Конструктивное разнообразие 
технических средств предполагает раз-
личные виды параллельного и последо-
вательного соединения упругих, демп-
фирующих и иных элементов, что требу-
ет детализированного изучения динами-
ческих процессов, создания научно обос-
нованных позиций в разработке инже-
нерных методик проектирования расчета 
и конструирования систем виброзащиты 
[3]. 

I. Дополнительные связи, вводимые в 
ВЗС, в общем случае, если речь идет о 
механизмах, представляют собой уст-


