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УРАВНЕНИЯ УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ 

СИСТЕМВ ФАЗНЫХ КООРДИНАТАХ 
 
Предложена новая форма записи уравнений установившегося режима электроэнер-

гетических систем для расчетов в фазных координатах с целью моделирования сле-
дующих элементов: двухполюсников нагрузок со статическими характеристиками, 
включенных между узлами; регулируемых источников реактивной мощности в ветвях; 
ветвей с генерацией активной и реактивной мощностей; источников электроэнергии, 
включенных между узлами; ветвей с источниками тока.  
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Введение. Традиционные методы рас-
чета режимов электроэнергетических 
систем базируются на однолинейном 
представлении трехфазных цепей. Боль-
шинство элементов электроэнергетиче-
ских систем (ЭЭС) отличаются различием 
пофазных параметров, что приводит к 
погрешностям при их однолинейном мо-
делировании и усложняет принятие обос-
нованных технических решений при про-
ектировании и эксплуатации. Поэтому 
задача создания методов, алгоритмов и 
программных средств, обеспечивающих 
моделирование, расчет и анализ режимов 
электрических сетей, имеющих продоль-
ную и поперечную несимметрию, имеет 
несомненную актуальность. 

Наиболее эффективно расчет несим-
метричных режимов может быть выпол-
нен на основе применения фазных коор-
динат. При их использовании электриче-
ская система может описываться трехли-
нейной схемой или представляться в виде 
компаунд-сети. В первом случае каждый 
трехфазный элемент задается тремя со-
противлениями с электромагнитными 
связями или соответствующими схемами 
замещения. Число узлов расчетной схемы 
по отношению к однолинейной сети при 

этом утраивается. Во втором случае 
трехфазная сеть рассматривается, как од-
нолинейная, в которой каждая ветвь 
представляется матрицей размерности 
3x3, а токи и напряжения – векторами 
размерности 3. Первый способ позволяет 
рассматривать любые многофазные эле-
менты, например, линии электропередачи 
(ЛЭП) с грозозащитными тросами. При 
втором способе учет таких элементов су-
щественно затрудняется. Для расчета не-
симметричных режимов ЭЭС и систем 
электроснабжения железных дорог пере-
менного тока наиболее приемлемым яв-
ляется первый способ представления 
электрической сети в фазных координа-
тах.  
Постановка задачи и методика мо-

делирования. Основную трудность при 
описании ЭЭС в фазных координатах 
создают элементы со взаимоиндуктив-
ными связями, к которым относятся мно-
гопроводные линии и трансформаторы. В 
работе [1] предложен единый методоло-
гический подход к построению моделей 
таких элементов, отличающийся матема-
тической строгостью получаемых моде-
лей, реализуемых решетчатыми схемами  

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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Рис. 1. Графическое представление модели сети 
 

замещения в виде наборов RLC-
элементов, соединенных по схеме полно-
го графа. Методика получения решетча-
той схемы замещения и отвечающей ей 
матрицы SY  описана в работах [1, 2]. На 

основании матриц kSY . k=1...n, отдельных 

элементов ЭЭС формируется модель се-
ти, пример графического представления 
которой, сформированный средствами 
программного комплекса «FAZONORD-
качество» [3], разработанного в ИрГУП-
Се, показан на рис. 1. 

Формирование математической моде-
ли сети в виде матрицы проводимостей 

ΣY можно проиллюстрировать на приме-

ре кольцевой сети, показанной на рис. 2. 
Эта матрица может быть получена на ос-
нове следующего преобразования 

T
OVO MYMY =Σ , 
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−

−−
=

P

P

0

P

P

0
0PP

M O  – обобщенная 

матрица инциденций, состоящая из под-
матриц размерностью 3х6. Строковые 
блоки, включающие три строки, отвечают 
трехфазным узлам сети. Столбцовые бло-
ки, состоящие из 6 столбцов, соответст-

вуют ветвям в однолинейном представ-
лении. В каждом строковом блоке матри-

цы OM  есть хотя бы одна подматрица 

вида  
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Она указывает на наличие связи между 
соответствующим трехфазным узлом и 
трехфазными ветвями графа схемы сети. 
Знак плюс означает, что направление вет-
ви задано «от узла», а знак минус – «к уз-
лу». Блочно-диагональная матрица VY  
имеет вид 

.kSV YY diag=  

S1Y

S2YS3Y

1I&

2I&

Рис. 2. Схема сети: 3...1,kS =kY  – матрицы 
проводимостей решетчатых схем ЛЭП, серыми 
стрелками показаны положительные направ-
ления токов 
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На основании полученной матрицы 

ΣY  формируется система уравнений 
установившегося режима, которая мо-
жет быть представлена так 

                   IUY && =Σ ,                      (1) 

где U& – вектор узловых напряжений; I&  
– вектор задающих токов. 

При фиксации напряжений в балан-
сирующих узлах система (1) может 
быть сформирована в виде 
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где BU& – вектор напряжений баланси-

рующих узлов; T
B1B1 YY = , BY  – блоки, 

соответствующие ветвям сети, связан-
ным с балансирующими узлами. 

После исключения уравнений, отве-
чающих балансирующим узлам, можно 
записать 

             BB11 UYIUY &&& −= .                (2) 
Замена токов мощностями приводит 

к следующей системе нелинейных 
уравнений установившегося режима 
(УУР) 

             BB11 ~

~
UY

U
S

UY && −= ,               (3) 

где S
~

 – вектор комплексно-

сопряженных узловых мощностей; U
~

 – 
вектор комплексно-сопряженных узло-
вых напряжений. 

После разделения действительных и 
мнимых составляющих система (3) мо-
жет быть представлена в следующем 
общем виде: 

                ( ) 0YXF =, ,                     (4) 
где Х – вектор зависимых переменных, 
включающий действительные и мнимые 

составляющие ( )''' , kk UU  или модули и 

фазы ( )kkU δ,  узловых напряжений; Y – 

вектор независимых переменных, вклю-
чающий активные и реактивные мощ-
ности генераторов и нагрузок. 

При моделировании в фазных коор-
динатах методика формирования векто-
ра Y существенно отличатся от приня-
той в традиционной однолинейной по-

становке, при которой нагрузки и гене-
раторы включаются по отношению к 
общему заземленному узлу. При ис-
пользовании фазных координат требу-
ется учет нагрузок и генераторов, вклю-
ченных между незаземленными узлами, 
что меняет структуру уравнений (4). 
Кроме того, необходимо иметь возмож-
ность включения в ветви источников 
ЭДС и тока, двухполюсников с задан-
ным модулем или фазой напряжения. 

Предполагая наличие в системе n уз-
лов в трехлинейной постановке задачи, 
полагаем в качестве базисного узла 
(n+1)-й узел с нулевым потенциалом 
(землю). Двухполюсники нагрузок в уз-
ле k, включенные между данным узлом 
и землей, могут быть заданы неизмен-
ной активной Pнk и реактивной Qнk 
мощностями или полиноминальными 
моделями статических характеристик 
[4]: 
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В этих уравнениях: 1210 =++ kkk aaa , 

1210 =++ kkk bbb , || kk UU &= , 

 "' kkk jUUU +=& , 22 "' kkk UUU += . 

Двухполюсники нагрузок, включае-
мые между двумя узлами, представлены 
также двумя типами, но статические ха-
рактеристики становятся более слож-
ными из-за необходимости учета моду-
ля разности напряжений между узлами: 
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22 )""()''( ikikik UUUUU −+−= . 

Узлы сети могут содержать нагрузки 
между узлом и землей, источники ак-
тивной и реактивной мощности, одним 
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полюсом соединенные с землей, и шун-
ты на землю. По характеру нагрузок уз-
лы ЭЭС можно разделить на шесть ти-
пов: 

• узлы без нагрузок и генераций; 
• узлы с нагрузками, включенными 

между узлом и землей и заданными не-
изменными мощностями (рис. 3а); 

• узлы с нагрузками, изменяющимися 
по статическим характеристикам (рис. 
3б); 

• узлы с регулируемыми источниками 
реактивной мощности, с нулевой актив-
ной мощностью и тремя диапазонами 
изменения напряжения для задания за-
кона изменения реактивной нагрузки 
(рис. 3в); 

• узлы с фиксированными генерация-
ми активной и (или) реактивной мощно-
сти (рис. 3г); 

• узлы, балансирующие активную и 
(или) реактивную мощность. 

В алгоритмическом плане выделение 
отдельных типов узлов нецелесообраз-
но, поскольку чаще встречаются не от-
дельные типы узлов, а их сочетания. 
Традиционно принятая система пред-
ставления информации об узлах пред-
полагает наличие всех характеристик, 
часть из которых могут быть нулевыми.  

Нагрузочные ветви системы могут 
быть семи типов, поскольку при расче-
тах режимов систем электроснабжения 
железных дорог требуются однофазные 
источники тока: 

• ветви с последовательно соединен-
ными активным и индуктивным элемен-
тами и идеальным трансформатором; 

• ветви с активной и реактивной на-
грузками, заданными величинами по-
требляемых мощностей, не зависящих 
от величины напряжения; 

• ветви с активной и реактивной на-
грузками, заданными статическими ха-
рактеристиками; 

• ветви с регулируемыми источника-
ми реактивной мощности (ИРМ); 

• ветви с заданными величинами ге-
нерации активной и реактивной мощно-
сти; 

• ветви с источниками, балансирую-
щими активную и (или) реактивную 
мощность; 

• ветви с источниками тока. 

    

HH jQP + ( ) ( )UjQUP HH +

 
       а)                   б) 

   

ГГ jQP +

 
     в)                           г) 
Рис. 3. Типы нагрузочных и генераторных 

узлов 

а) 
Tk

 

б)  

в)

ГГ jQP +

( ) ( )jkHjkH UjQUP +

jU kU

 
Рис. 4. Типы нагрузочных и генераторных 

ветвей 
Источники ЭДС могут быть преобра-

зованы в источники тока или представ-
лены ветвью, балансирующей одновре-
менно активную и реактивную мощ-
ность. 

В отличие от узлов ветви разных ти-
пов сильно отличаются, и с целью оп-
тимизации алгоритма ветви можно объ-
единить в три группы: 

• пассивные RL-ветви с идеальными 
трансформаторами, рис. 4а; 

• ветви с источниками тока, рис. 4б; 
• ветви с неизменными или меняю-
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щимися по статическим характеристи-
кам нагрузками, обладающие возмож-
ностью генерации постоянной активной 
и реактивной мощности, с разделением 
в алгоритме нагрузки и генерации, рис. 
4в. 

В развернутом виде k-е уравнение 
системы (3) может быть представлено 
так: 
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Выделив из диагонального члена 

kkkk YUU
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& мощность 

kkkkk jQPYUU шшш

~ −=& , рассеиваемую в 

шунте на землю, для ветви ki можно за-
писать 
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Соотношение (4) можно интерпрети-
ровать следующими способами в соот-
ветствии с типами ветвей: 

– как поток мощности в RL-ветви от 
узла k к узлу i: 

    ikkikikik IUjQPS &
~~ =−= ; 

– как нагрузку и генерацию в ветви ki 
за вычетом потока мощности от узла i к 
узлу k: 

,
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причем значения мощности нагрузки и 
мощности генерации вторично оказы-
ваются в уравнении для узла i с тем же 
знаком, что и в уравнении для узла k, а 
потери мощности в ветви при этом от-
сутствуют; 

– как источник тока в ветви ki с фик-
сированными модулем и углом тока (с 
выделением его из суммарного источ-
ника тока узла и перенесением в левую 
часть уравнения): 

,
~~~

ИТИТИТ kikikkikikik JUJUjQPS &m& =±=−=
 

где первый знак соответствует направ-
лению стрелки источника тока от узла k, 
второй – в узел k. 

В обозначениях индексируемых ве-
личин принята система обозначений, в 
которой номера ветви, следующие пер-
выми в индексе, определяют величины, 
отнесенные к узлу (k), связанные с вет-

вью (ki), например, ИТ

~
ikS  означает со-

пряженный поток мощности из узла k в 
ветвь ki с источником тока. Если же но-
мера узлов не первые, то это означает 
величину, отнесенную к элементу, на-
ходящемуся в ветви: ИРМikQ  – это поток 

мощности в ветвь с ИРМ, а ikQИРМ  – 

это реактивное потребление ИРМ, на-
ходящегося в ветви ki. 

В уравнениях (5) правые части опре-
деляются из следующих соотношений: 
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После несложных преобразований 
для декартовых координат можно запи-
сать следующее: 
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( ) ( )22 ""'' ikikik UUUUB −+−= ; 
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Потоки мощности в RL-ветвь ki из 
узла k определяются так: 
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Мощности, рассеиваемые в шунтах, 
можно найти следующим образом: 

( ) aikkkk YUUP 22
ш "' += ;  

( ) rikkkk YUUQ 22
ш "' += . 

Потоки мощности в ветви с источни-
ками тока определяются следующими 
формулами: 
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Отсюда 
( )""''ИТ ikkikkik JUJUP +±= ; 

( )'""'ИТ ikkikkik JUJUQ +−±= ; 

где знак плюс соответствует направле-
нию стрелки источника тока из узла k, 
минус – в узел k. 

Задание фиксированной генерации в 
ветви между узлами аналогично зада-
нию нагрузки при смене знака. Сложнее 
обстоит дело с заданием фиксированно-
го модуля напряжения между узлами 
для ветви, балансирующей реактивную 
мощность. В этом случае система урав-
нений должна быть дополнена уравне-
нием типа 

( ) ( ) const""'' 222 =−+−= ikikik UUUUU . 

Узел, балансирующий реактивную 
мощность, характеризуется уравнением 
такого вида: 

0"' 222 =−+ kkk UUU . 

Уравнение для узла k будет содер-
жать нагрузки в узлах, потери мощно-
сти в шунтах узлов, потоки мощности в 
нагрузочно-генераторные ветви, RL-
ветви, в ветви-источники тока, а в пра-
вой части – генерации в узле: 

( )+−+−+− ∑
∈ нг,

нгнгkш
ki

ikikkшkнkн jQPjQPjQP

( ) ( ) kгkг
ИТ,

ИТИТ jQPjQPjQP
ki

ikik
ki

ikik −=−+−+ ∑∑
∈∈

После разделения вещественных и мни-
мых частей можно получить уравнения 
вида (4): 

       ∑∑∑
∈∈∈

+++

+++−=

ИТ,
ИТ

нг,
нг

kшkг

;
ki

ik
ki

ik
ki

ik

kнkP

PPP

PPPf
            (6) 

          .
ИТ,

ИТ
,

нг

kшkг

∑∑∑
∈∈∈

+++

+++−=

ki
ik

ki
ik

нгki
ik

kнkQ

QQQ

QQQf
.          (7) 

Уравнения для ветвей, балансирую-
щих реактивную мощность, записыва-
ются так: 

( ) ( )222 ""'' ikikikQk UUUUUf −−−−= .(8) 

Уравнения для узлов, балансирую-
щих реактивную мощность, имеют вид 

       222 "' kkkQk UUUf −−= .            (9) 

Уравнения (6)…(9) образуют полную 
систему УУР для сети с ветвями, в ко-
торых могут быть нагрузки и источники 
активной и реактивной мощности. 
Пример моделирования. В качестве 

иллюстрации практического исполь-
зования предложенных уравнений 
рассматривается задача расчета 
режимов сети, схема которой показана 
на рис. 5. Сеть включает источник 
питания, воздушную линию (ВЛ) 
напряжением 0.4 кВ (рис. 6) и нагрузки, 
подключенные меду нулевым и 
фазными проводами. Расчетная схема, 
сформированная средствами комплекса 
программ «FAZONORD-Качество», 
представлена на рис. 7. 

 
Рис. 5. Схема сети 
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Рис. 6. Расположение проводов ВЛ 
 

         
Рис. 7. Расчетная схема 

 

 

Результаты расчета режимов при сим-
метричных ( )CBA SSS &&& ==  и несиммет-

ричных ( )0== CB SS &&  нагрузках сети про-

иллюстрированы графиками, показанны-
ми на рис. 8 и 9. Из анализа полученных 
результатов можно заключить, что ввиду 
структурной несимметрии ВЛ (рис. 6) на-
блюдается различие фазных напряжений 
даже в симметричных режимах. Это раз-
личие становится наиболее заметным при 
наличии поперечной несимметрии в виде 
неравенства нагрузок фаз (рис. 9). Следу-
ет отметить, что описанные результаты 
невозможно получить на основе одноли-
нейного моделирования и при использо-
вании симметричных составляющих [6].  

 
Рис. 8. Изменение напряжений при симмет-

ричном нагружении сети 
 

 
Рис. 9. Изменение напряжений при несиммет-

ричном нагружении сети 
 
Выводы 
Предложена новая форма записи урав-

нений установившегося режима ЭЭС для 
расчетов в фазных координатах с целью 
моделирования следующих элементов: 

• двухполюсников нагрузок со статиче-
скими характеристиками, включенных 
между узлами; 

• регулируемых источников реактив-
ной мощности в ветвях; 

• ветвей с генерацией активной и реак-
тивной мощностей; 

• источников электроэнергии, вклю-
ченных между узлами; 

• ветвей с источниками тока. 
Представлен алгоритм и пример расче-

та режима ЭЭС, содержащей нагрузки 
между узлами сети. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ УСТАНОВИВШЕГОСЯ 

 РЕЖИМА ПЕРЕДАЧИ ПОСТОЯННОЙ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ  
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ ПО ОДНОРОДНОМУ УЧАСТКУ  
ТРЕХФАЗНОЙ ЛЭП ТРЕХПРОВОДНОГО ИСПОЛНЕНИЯ 

 
Предложены расчетная электрическая схема замещения элементарного однородно-

го участка линии электропередачи трехпроводного исполнения для постоянной со-
ставляющей напряжения и тока, математическая модель и методика прогнозирова-
ния передачи постоянной составляющей по этому участку. Построены графики рас-
пределения постоянной составляющей фазного напряжения и линейного тока вдоль 
несимметричного однородного участка трехфазной ЛЭП трехпроводного исполнения 
протяженностью 1000 км. 

 
Ключевые слова: линия электропередачи, постоянные составляющие фазных на-

пряжений, постоянные составляющие линейных токов, постоянная распространения, 
собственные волновые сопротивления. 

 
В спектрах напряжений и токов, ха-

рактеризующих электрическую энергию, 
транспортируемую по участкам электро-
энергетических систем, вполне могут 
присутствовать и постоянные состав-
ляющие. Законы распределения постоян-
ных составляющих напряжений и токов 
по токоведущим частям линии электро-
передачи (ЛЭП) заметно отличаются от 
законов распределения гармонических 

составляющих напряжений и токов по 
этим же токоведущим частям.  

Построение математической модели 
энергетического объекта следует выпол-
нять на основании его электрической 
схемы замещения, элементы которой ил-
люстрируют процессы преобразования 
электрической энергии, происходящие в 
этом объекте. 
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