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Как известно, в большинстве случаев эксперимен-
ты многофакторны. При проведении многофакторно-
го эксперимента принимается либо классический, 
либо факторный план. Классический многофактор-
ный эксперимент представляет собой последователь-
ность однофакторных экспериментов, при которых 
все независимые переменные, кроме одной, прини-
маются постоянными. В таких экспериментах нельзя 
определить характер взаимодействия факторов меж-
ду собой и их совместное влияние на выходной па-
раметр. 

Многофакторный эксперимент по факторному 
плану даст возможность изменения стратегии каждо-
го этапа. Математическая теория эксперимента и его 
планирование, предусматривающие изменение всех 
исследуемых факторов по определенному плану и 
учитывающие их взаимодействие, – качественно но-
вый подход с применением ЭВМ для обработки ре-
зультатов факторного, управляемого эксперимента. 
Планирование эксперимента резко повышает точ-
ность и уменьшает объем экспериментальных иссле-
дований [1, 2]. 

Прежде чем планировать и проводить экспери-
мент, необходимо выбрать критерий, т. е. параметр, 
позволяющий оценить исследуемый объект и связать 
факторы в математическую модель. Правильно вы-
бранный критерий оптимизации дает исследователю 
четкое представление о цели работы. Наиболее рас-
пространенным методом построения матрицы напла-
вочных экспериментов является метод случайного 
баланса [2].  

В качестве критериев оптимизации процесса на-
плавки приняты твердость наплавленного слоя и на-
пряжения при испытаниях восстановленных валов на 
усталостную прочность.  

Перед тем, как строить матрицу наплавочных 
экспериментов, следует назначить уровни варьиро-
вания факторами и закодировать их знаками (+) и (–). 
Для анализа выбраны восемь факторов: 

1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , , ,х х х х х х х х  каждый из которых 
варьируется на двух уровнях (+) и (–). В развернутом 
виде матрица наплавочных экспериментов приведена 
в табл. 1. 

После построения матрицы проверялась ее при-
годность [1, 2]. Матрица пригодна, если в ней нет 
двух однотипных столбцов (с одинаковыми или не-
одинаковыми знаками). 

После реализации экспериментов  выписывались 
их результаты. Для анализа результатов наплавочных 
экспериментов  строились графики (рис. 1а, 1б). Для 
этого по оси абсцисс наносились все факторы с их 
уровнями, а по оси ординат – опытные значения кри-
терия оптимизации. 

Для оценки эффектов факторов строились графи-
ки наплавки, на них наносились все точки с учетом 
уровня, на котором находился фактор в том или ином 
опыте [1].  

В качестве среднего значения критерия оптимиза-
ции для одного уровня принимается медиана. Пере-
чень взятых на учет  факторов представлен в табл. 1, 
2.  

Таблица 1. 
Матрица планирования наплавочных экспериментов. 

№ 
опыта 

 
 

Факторы 
Критерий 

оптимизации 

х 1  х 2  х 3  х 4  х 5  х 6  х 7  х 8  у 1  у 2  

- 3 5 68 10 21 10 150 1 48 3,5 
0 6 10 84 20 36 20 185 1,5 57 4,5 
+ 9 15 100 30 51 30 220 2 66 5,5 
1 3 5 68 10 51 10 220 2 48 3,5 
2 9 15 68 10 21 30 220 2 66 5,5 
3 9 5 100 10 5 10 150 1 66 5,5 
4 9 5 68 30 51 30 220 1 66 5,5 
5 3 15 100 10 21 10 150 2 48 3,5 
6 3 15 68 30 51 30 150 2 66 5,5 
7 3 5 100 30 21 30 150 1 48 3,5 
8 9 15 100 30 21 10 220 1 48 3,5 
9 3 15 68 30 51 10 220 2 66 5,5 
10 9 15 68 10 21 10 150 2 66 5,5 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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Таблица 2 
Факторы, влияющие на режим наплавки. 

Фактор и его обозначение 
Уровень факторов 

            -1            +1 

х 1  -   порошок алюминиевый,  %              3              9 

х 2 -  порошок графитовый,   %              5             15 

х 3 -   порошок железный,  %             68            100 

х 4 -  скорость подачи проволоки, м/ч             10             30 

х 5 -  расход порошка, г/мин             21             51 

х 6 -  напряжение на дуге, В             10             30 

х 7 -  сила тока, А             150            220 

х 8 -  частота вращения детали, об./мин               1             2 

                                                                    

 

 

 

 

 

 

 

Рис.1 а 

            Х1, Х2 – содержание графита и алюминия (%) в порошке 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис 1 б 

Х3 – содержание железа Fe (%) в порошке 

Рис. 1а, 1б. Графики зависимости твердости слоя наплавки шеек валов HRC (параметр y1) от состава шихты (в %), 
вводимой при наплавке (факторы Х1,Х2,Х3). 
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Исследования показали, что изменение содер-
жания алюминия в порошке от 3 % до 9 % повы-
шает твердость наплавляемого слоя примерно на 
30 %. Изменения содержания углерода от 5 % до 
15 % повышает HRC примерно на 8-10 %. А по-
вышение содержания железа от 68 % до 100 % 
снижает твердость HRC примерно на 15 %. 

В КазНТУ проводились исследования по на-
плавке шеек изношенных чугунных коленчатых 
валов. 

 Построение математической модели по ре-
зультатам эксперимента производилось  в сле-
дующей последовательности [2]: 

- выбирался вид уравнения регрессии; 
- проводился эксперимент и оценивались его 

результаты; 
- определялись коэффициенты уравнения рег-

рессии и проверялась их значимость; 
- проверялось соответствие (адекватность) по-

лученной модели исследуемому процессу (объек-
ту). 

Например, требуется построить модель про-
цесса, зависящего от κ независимых переменных 
факторов – хi, т. е. найти отклик как функцию 
y=y(xi, ai), где ai – неизвестные постоянные пара-
метры (i=1, 2, … κ). 

Принимая средние значения факторов за их 
условные нулевые (основные) уровни ∆ хi и зада-
ваясь шагами их варьирования, переводим их зна-
чения в безразмерную кодированную форму. 
Процесс исследуется на основе полного много-
факторного эксперимента ПФЭ, в котором для 
составления плана-таблицы эксперимента каждый 
из κ-факторов варьируется на двух уровнях р=2, 
N=Pk→ПФЭ-N=2к и введена фиктивная перемен-
ная х0=1, причем, каждый опыт (серия измерений) 
повторяется u – раз. 

Для исключения грубых погрешностей стати-
стического ряда измерений имеется несколько 
методов. В случае малой выборки, подчиняющей-
ся закону нормального распределения, критерия-
ми появления грубых погрешностей могут быть: 

            ( ) ( )1 max 1x x n n β = − − • σ
 

 ,        (1) 

 

           ( ) ( )2 min 1x x n n β = − − • σ
 

,          (2) 

где xmax, xmin – наибольшее и наименьшее из N 
измерений. 

Для определения грубых погрешностей нахо-
дим βmax и βmin  в зависимости от доверительной 
вероятности p(t). Если β1> βmax, то xmax – грубая 
погрешность, и она исключается из статистиче-
ского ряда. При β2< βmin исключается xmin. Затем 

определяются новые значения x  и σ из n – 1 или n 
– 2 измерений. 

В качестве первого приближения принимаем 
линейную модель процесса без учета взаимодей-
ствия факторов, т. е. уравнение вида y=y(xi, ai) 
или  

                  0 0 ...n i
y b b xi= + +∑  ,                  (3) 

где х0=1. 
Проводим эксперимент согласно составленно-

му плану и оцениваем его результаты. 
В каждой строке плана отмечаем наибольшее 

(наименьшее) значение функций отклика – yun. 
Затем ищем среднее значение функций отклика в 
каждой строке плана без учета сомнительного 
результата 
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и определяем среднее квадратичное отклонение 
от его значения (как центра группирования) по 
формуле: 
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Далее определяем расчетное значение крите-
рия Стьюдента для каждой строки плана по фор-
муле: 

 

                
n

pn т
un n n

t y y S t
 
 
 
 

= − < ,            (6) 

где tт – табличное значение критерия Стьюдента, 
которое находится по таблицам распределения 
при числе степеней свободы f=n-1 и уровне зна-
чимости (доверительном интервале) q=0,05. Если  
tр> tт, то значение yun не согласуется с данными 
каждой строки и из дальнейших расчетов исклю-
чается. 

После проверки однородности измерений во 
всех строках плана подсчитываются и заносятся в 
последнюю графу средние значения функции от-
клика ny . Далее производятся расчет построчных 
дисперсий и проверка их однородности. Построч-
ные дисперсии рассчитываются по формуле: 
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21

2

1

1

1

n

n un n
u

S y y
n

=

=

−
−

= ∑ .                         (7) 

 
Затем подсчитывается сумма дисперсий по 

всем строкам плана 2
n

n
u

S∑  и определяется рас-

четное значение критерия Кохрена по формуле: 
 

          2
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n
z

p n n m
u

G S S G
 

= < 
 
 

∑  ,                  (8) 

где Gт – табличное значение критерия Кохрена, 
которое определяется при степенях свободы f1=n-
1 и f2=N и уровне значимости (доверительной ве-
роятности 0,95)  q=0,05 по таблице распределения 
Кохрена [4, 5]. 
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При Gр < Gт дисперсии считаются  однород-
ными и свидетельствуют о том, что в статистиче-
ских данных нет случайных грубых ошибок, и 
измерения во всех строках плана имеют примерно 
одинаковую точность. 

Если Gт >Gр, то предположение (гипотеза) об 
однородности дисперсий не подтверждается. В 
этом случае нужно принимать неформализован-
ное решение, чтобы добиться выполнения усло-
вия Gр<Gт. Один из путей – переход к другому 
виду функций отклика. В тех случаях, когда число 
измерений в различных строках плана различно, 
применяется критерий Бартлета.  

При одинаковом числе параллельных опытов 
(серий измерений) во всех строках плана расчет 
дисперсий воспроизводимости производится по 
формуле 

                        2 21 n

y N
u

S S
N

= ∑ .                      (9) 

Оценка средних значений отклика в отдельных 
точках факторного пространства и проверка их 
значений производятся также по критерию Стью-
дента: 

( ) 1 1
max min max minN N y mt y y S n n t− − = − + >

  
, (10) 

где tт – табличное значение критерия Стьюдента, 
определяемое по числу степеней свободы f=nmax-
nmin и уровней значимости (доверительная вероят-
ность 0,095) q=0,5. 

При tр>tТ различие между значениями отклика 
в различных точках плана существенно. Если tр< 
tТ , средние значения Ny  отличаются статистиче-
ски незначимо. В этом случае экспериментальные 
данные нельзя признать удовлетворительными, и 
необходимо поставить такой эксперимент, в кото-
ром значения отклика в отдельных точках плана 
отличались бы более существенно, что может 
быть достигнуто изменением масштабов пере-
менных, интервалов варьирования факторов, 
применением планов второго порядка или перене-
сением области варьирования в другое место об-
ласти исследования. 

Определение коэффициентов уравнения рег-
рессии производится по формуле 

               2
n n

i n in iN
i i

b y x x
 

=  
 
 
∑ ∑ ,               (11) 

а их статистическая значимость по формуле 

                         b yS S Nk= .                       (12) 

Расчетное значение критерия Стьюдента: 

             ( )p i bi mt b S t= > ,                             (13) 

где  tТ – табличное значение критерия опреде-
ляется при степени свободы fbi= fу = N (n-1) и 
уровне значимости q=0,05 по таблицам распреде-
ления Стьюдента. 

При tр>tТ все коэффициенты уравнения регрес-
сии считаются значимыми, т. е. bi не равно нулю. 
Если tр< tТ, то предположение (гипотезу) о воз-

можном равенстве коэффициента bi нулю следует 
принять и исключить из уравнения регрессии со-
ответствующий член. Это значит, что исключае-
мый член, содержащий фактор хi , существенно не 
влияет на отклик y . Это утверждение может ока-

зываться неверным даже при выполнении условия 
tр< tТ, так как иногда коэффициент bi оказывается 
малым из-за малого интервала варьирования Ji. 

Поэтому перед исключением bixi из уравнения 
надо выяснить причину малости коэффициента bi. 
После проверки значимости коэффициентов bi 

уравнение регрессии принимает вид: 
 

                  0 ...n i i
i

y b b x= + +∑ .                   (14)  

Проверка адекватности выбранного уравнения 
регрессии первоначально принятой математиче-
ской модели исследуемого процесса производится 
по критерию Фишера. 

Для этого вначале для каждой точки плана 
эксперимента определяются значения отклика Ny , 
вычисленные по уравнению регрессии, затем оп-
ределяется дисперсия адекватности: 

            ( )2
n

N N
i

n
S y y

n l
= −

− ∑ ,                    (15) 

где ny  – среднее значение отклика – берется из 
последней графы плана таблицы эксперимента; i – 
число значимых коэффициентов регрессии. 

Расчетное значение критерия Фишера опреде-
ляется по формуле 

             ( )2 2
p aq y TF S S F= < ,                          (16) 

а табличное Fт по двум степеням свободы 
f1=N-1 и f2=N·(n-1) и уровню значимости q=0,05 
по таблицам распределения Фишера.  

При Fр < Fт делается заключение об адекватно-
сти принятой модели исследуемому процессу. 
При Fр> Fт считается, что выбранная модель не 
соответствует исследуемому объекту или процес-
су. В этом случае необходимы следующие не-
формальные решения (творческие действия): 

– уменьшить интервалы варьирования Ji для 
всех или некоторых факторов; 

– увеличить число параллельных опытов; 
– в каждой строке плана эксперимента ввести 

новые, ранее не учтенные факторы; 
– учесть, кроме парных взаимодействий (пер-

вого порядка), взаимодействия факторов более 
высокого порядка; 

– изменить функцию отклика. 
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