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В статье дано необходимое и достаточное условие асимптотической устойчивости нулевого решения системы 

дифференциальных уравнений вне зависимости от выбора однородных форм степени 1m > . 
 
Ключевые слова: однородные формы, сходящийся ряд, нулевое решение, положение равновесия, асимптотиче-

ская устойчивость в целом. 

 
Рассмотрим систему дифференциальных урав-

нений 

( )ms
s

m

dx
X

dt

∞

=µ
= ∑ ,  1,...,s n=              (1) 

Функции ( )m
sX  – однородные формы степени 

m  величин 1 2, ,..., nx x x  с вещественными коэф-

фициентами, при этом коэффициенты форм 
( ) , 1,...,sX s nµ =  постоянные, а коэффициенты 
( ) , , 1,...,m
sX m s n> µ =  ограниченные функции t , 

заданные при 0t ≥ , и непрерывные при 

[0, )t ∈ +∞ . Далее будем предполагать, что ряды, 
стоящие в правых частях системы (1), сходятся 
при достаточно малых 1 ,..., nx x  и при 0t ≥ . 

А.М. Ляпунов [1] дал при 1µ =  необходимое и 

достаточное условие асимптотической устойчиво-
сти нулевого решения системы (1) вне зависимо-

сти от выбора форм ( ) , 2 1m
sX m k> + . 

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы 
дать необходимое и достаточное условие асим-
птотической устойчивости нулевого решения сис-
темы (1) при 2 1, 0k kµ = + >  – натуральное число, 

вне зависимости от выбора форм ( ) , 2 1m
sX m k> + . 

Дадим качественную характеристику окрест-
ности асимптотического устойчивого положения 
равновесия. Рассмотрим систему дифференциаль-
ных уравнений 

( )1... ,s n
dx

f x x
dt

=     1,...,s n= .             (2) 

Будем предполагать, что правые части систе-
мы(2) вещественны, заданы при ,ix−∞ < < +∞  

1,...,i n= и удовлетворяют условиям существова-
ния и единственности решения: 

0
1( , )s sx x t x= , 

0 0
1(0, ,..., ) ,s n sx x x x=       1,...s n= , 

при любых конечных величинах 0, 1,...,sx s n= . 

Пусть (0,...,0) 0,sf =     1,...,s n= . 
Теорема 1. Для того чтобы нулевое решение 

системы (2) было асимптотически устойчивым по 
Ляпунову, необходимо и достаточно выполнение 
следующих условий: 1) существует по крайней 

мере одна O+  - кривая системы (2); 2) не сущест-

вует O−  - кривой системы (2); 3) существует ок-

рестность 2 2

1

n

i
i

x h
=

≤∑ , не содержащая целых тра-

екторий системы (2). 
Замечание 1. Если 3n < , то условие 3) стано-

вится лишним, если нулевое решение изолирова-
но. 

Замечание 2. Для того чтобы нулевое решение 
системы (2) было асимптотически устойчивым в 
целом, необходимо и достаточно, чтобы: 1) были 
выполнены условия 1) – 3) теоремы 1; 2) не суще-
ствовало окрестности бесконечно удаленной точ-
ки, содержащей целые траектории системы (2). 

Дадим представление О-кривых. Через a  обо-
значим величину, которой далее будем придавать 
значения 1 или –1. Рассмотрим систему 

( ) ,s
s s

dx
x aX

d
µ= +

ϕ
        1,...,s n= .              (3) 

Предположим, что существует решение систе-
мы (3) 

( , ),s sx x a= ϕ       1,...,s n= ,           (4) 

при ( , )ϕ∈ −∞ +∞ , и образуем систему линейных 
уравнений 

1

( ),
n

s
si

i

dx
p

d =

= ϕ
ϕ ∑             1,...,s n= ,         (5) 

где 

1 1

( )

( , )
s

si si x x a
i

X
p a

x

µ

= ϕ
δ

= δ +
δ

. 

                                ( , )
..............

n nx x a= ϕ  

Через 1 2, ,..., nλ λ λ  обозначим характеристич-
ные числа системы (5). 

 Положим 2 1 2
0 0(1 2 )k kz z katz −= + , 0z  – веще-

ственная постоянная (
1

( 1)
2

k = µ − ). 

Теорема 2. Если: 1) функции (4) ограничены 
при ϕ → +∞ ; 2) среди величин 1 2, ,..., nλ λ λ  име-

ется l  положительных: 0iλ >  при i l≤ ; 3) систе-
ма (5) правильная, то система (1) имеет два се-
мейства О-кривых, каждое из которых зависит от 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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l  произвольных постоянных и представимо в 
форме рядов 

( ) ( 1) ( ln , )j j
s sx t z x z a= − − +

11 1

1

( , , ,... )

... 1

( ) ...

l

i i
ll i

l

m m
mmj m m m

s l l
m m m

K t c c z =

+ λ

+ + + ≥

+
∑

∑ ,      (6) 

1,2j = ;         1,...,s n= , 

сходящихся при 0 1,ic c z z≤ ≤ . Функции 

1( , , ,... )( )lj m m m
sK t  таковы, что 1( , , ,..., )( ) 0lj m m m

sK t zα →  

при , 0at → +∞ α >  – любая постоянная. 

Замечание 1. Выбором величины 0z  можно 
добиться того, чтобы ряды (6) сходились при 
0 at≤ < +∞ . 

Замечание 2. Если коэффициенты форм ( )m
sX  

при m µ≥  постоянные и функции (4) периодиче-

ские одного периода 0ω > , то функции 
1( , , , , )lj m m m

sK K  представимы в форме 

1 1( , , ,..., ) ( , , , ,..., )

0

Ф (ln )l l

M
j m m m s j m m m r

s r
r

K z
=

=∑ , 

1,2;j =       1,...,s n=  

где функции 1( , , , , , )ls j m m m
rΦ K  периодические от-

носительно ;z M  – целое неотрицательное число, 

зависящее от 1 2, , ,... lm m m m . 
Замечание 3. Если функции (4) постоянные, 

(0)( , )s sx a xϕ = , то 1( , , , , , )ls j m m m
rΦ K  – постоянные 

величины, а интегральные кривые семейства (6) 
входят в начало координат, касаясь луча 

(0)( 1) , 0j
s sx x= − τ τ >  – вещественный параметр. 

Теорема 3. Пусть 2n = . Если система уравне-

ний ( ) 0, 1,2i ix X iµ+ = =  имеет нетривиальное ве-
щественное решение, то для того, чтобы нулевое 
решение системы (1) было асимптотически ус-
тойчивым вне зависимости от выбора 

форм
( ) ,sX mµ > µ , необходимо и достаточно вы-

полнение условий: 1) система ( ) , 1,2i ix X iµ= =  не 
имеет вещественных решений, отличных 

от 1 2 0x x= = ; 2) нулевое решение 1 2 0x x= =  сис-
темы (1) изолировано. 

Замечание. Теорему 3 легко доказать, если 
учесть, что при ограниченности функций (4) су-
ществует по крайней мере одна положительная 
величина среди. 1,... nλ λ  

Перейдем к решению поставленной задачи в 
общем случае. 

Уравнение 

( )
1

1

( ) ( ,... )(1 )
n

i i n
ii

V
x X x x V

x
µ

=

∂ + = ψ +
∂∑ ,            (7) 

где 1( ,..., )nx xψ  – аналитическая определенно-

отрицательная функция, например 2

1

n

i
i

x
=

ψ = −∑ , 

имеет единственное непрерывно дифференцируе-
мое решение, определенное условием (0) 0V =  
[2]. 

Теорема 4. Для того, чтобы нулевое решение 
системы (1) было асимптотически устойчивым 

при любом выборе функций
( ) ,m
sX m > µ , необхо-

димо и достаточно, чтобы: 
1) область 1V > −  была ограничена;  

2) нулевое решение 1 0nx x= = =L  системы 

(1) изолировано. 
Замечание. Результаты, полученные здесь, по-

зволяют существенно продвинуться вперед в изу-
чении сомнительных [1] случаев. 
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