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Рассмотрено внедрение жесткой сферической неровности в упругопластическое полупространство. 

На основе подобия деформационных характеристик получены выражения для площади контакта и 
средних напряжений в зависимости от степени нагруженности. 
 
Ключевые слова: упругопластический контакт, внедрение сферы, пластическая твердость. 

 
Для решения контактных задач в трибологии 

широко используется дискретная модель шерохо-
ватости. Микронеровности (в дальнейшем – не-
ровности) представляются в виде простых гео-
метрических тел, для которых имеются решения 
контактных задач. Затем решение для единичной 
неровности распространяют на все контактирую-
щие неровности при условии, что общая прило-
женная нагрузка равна сумме нагрузок, прило-
женных к каждой неровности. В зависимости от 
условий контактирования возможен различный 
характер деформирования неровностей: упругий, 
упругопластический, жесткопластический.  

Для определения характера деформирования 
необходимо обладать достоверным критерием 
пластичности. Этот вопрос подробно рассмотрен 
в работе [1], когда взаимным влиянием неровно-
стей можно пренебречь, а также в работах [2, 3], 
где учтено взаимное влияние неровностей. Рас-
смотрим внедрение сферической неровности в 
упругопластическое полупространство без учета 
влияния остальных неровностей. Согласно дан-
ным [1], эквивалентные напряжения на площадке 
контакта, определенные по разным теориям проч-
ности, имеют разные значения, тогда как эквива-
лентные напряжения на оси z, определенные по 
разным теориям прочности, совпадают. Согласно 
критериям максимального касательного напряже-
ния Треска, пластическая деформация на оси z 
соответствует эквивалентному напряжению  

экв 3 1 1max 02 0,62 Yq= − = τ = =σ σ σ σ  

и при µ = 0,3 находится на расстоянии z = 0,481a  

Здесь 1 3,σ σ – главные напряжения; 

1maxτ − максимальное касательное напряжение; 

0q – максимальное напряжение на площадке кон-

такта; Yσ  – предел текучести; −µ коэффициент 
Пуансона. При этом максимальное контактное 
давление  

0 1,613 Yq = σ . 
В общем случае максимальное контактное 

давление, при котором начинается пластическая 
деформация, можно представить формулой  

0 ,P Y Yq K= σ             (1) 

где YK −   константа.  

По данным [4], YK  имеет значение от 0,5 до 
2,1. В работах H.Б. Демкина, посвященных кон-
тактированию шероховатых поверхностей, значе-
ние YK  близко к 3.  

Очевидно, что в контактных задачах триболо-
гии интерес представляет начало пластической 
деформации на поверхности контакта, чем можно 
объяснить, что YK >1,613, т. е. больше, чем для 
начала пластической деформации в приповерхно-
стном слое.  

Согласно [1], наибольшее значение эквива-
лентного напряжения экв ( )σ ρ имеет место на краю 

площадки контакта (ρ = 1), где оно незначительно 

превышает значение в центре площадки контакта 
( ρ= 0). Эквивалентное напряжение на краю пло-

щадки представлено в виде  

экв экв(1) (0)Kσσ = σ . 
По энергетической теории сдвиговой дефор-

мации Kσ =  1,16, по теории максимальных каса-

тельных напряжений Kσ = 1,33, по теории макси-

мального приведенного напряжения Kσ = 1.  
Максимальное контактное давление на пло-

щадке, при котором имеет место пластическая 
деформация,  

          0
(1 2

2
)P Y

K
q

σ −
= σ

µ
.         (2) 

Т. е., в этом случае  

(1 2

2
)Y

K
K

σ
=

− µ
. 

Для значений µ = 0,27 ...0,33 и Kσ =  1,16 име-

ем YK =  3,75 ... 5,07. 
Развитый пластический отпечаток (образова-

ние лунки) получаем, когда эквивалентное на-
пряжение в центре площадки контакта достигнет 

предела текучести. В этом случае Kσ = 1, и для 

значений µ = 0,27 ... 0,33 получим YK =  4,35 ... 

5,88, для µ = 0,3 - YK = 5,0.  
Таким образом, можно утверждать, что разви-

тый пластический отпечаток на площадке контак-
та образуется, когда максимальное контактное 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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напряжение в центре площадки контакта достига-
ет пластической твердости HD, так как, по дан-

ным  [5],  для углеродистых сталей HD = 5 Yσ .  

При упругом контакте сферической неровно-

сти радиусом r связь величины усилия  eiN  и 

деформации ih  определяется по Герцу:  

eiN

3 1
2 24

3
ih r

=
Θ

  ,                           (3) 

где
2(1 ) / EΘ = − µ ;  E – модуль упругости.  

Приведенное выражение справедливо при 

ih < Yh , где Yh  – величина деформации, соответ-
ствующая появлению первого пластического от-
печатка. По теории Герца, величина Yh  и соот-

ветствующее ей усилие YN  определяются выра-
жениями  

2
2 2;

4Yh r HD
π= θ   (4) 

3
2 2 3.

6YN r HD
π= θ   (5) 

При величине деформации ih > Yh происходит 
упругопластический контакт, который характери-
зуется наличием необратимых деформаций. В 
этой области упругая составляющая eh  c увели-
чением усилия постепенно уменьшается, а вели-
чина пластической деформации ph  увеличивает-
ся. Общая деформация упругопластической об-
ласти [5]. 

;i e phh h= +    (6) 

0

3 1 2
e

p e

h
h

h h
=

+
;                                (7) 

2
i Y

p
N N

h
rHD

−
=

π
 ,                                   (8) 

где 0h – величина деформаций, определяемая по 
теории Герца 

1
2 2 3

0
9

16

Ni
r

h
Θ

=
 
  
 

.  (9) 

Заменим абсолютную нагрузку ее относитель-
ной величиной i Yk N N= . Используя подобие 
деформационных характеристик, предложенных в 
работе [6], выражение (8) и (9) представим в виде 

3/)1( −= kYhph ,  (10) 

2

3
0 Yh h k= .                              (11) 

С учетом выражений (10), (11) из (7) получим  

2 2

3
2( 1) 1

0
3

Y Y

e e

h hk

h hk k

−
− − =

   
   
   

, 1k ≥ .     (12) 

Выражения (10)...(12) отличаются тем, что ве-
личины деформаций определяются только степе-
нью нагружения k  и величиной Yh . 

Решение уравнения (12) представим в виде  

( ) 1
3 3e

Y

h
q D q D

h

−
= − + + − −  ,  (13) 

где 
2

1

2
q

k
= − ; 

2

2( 1)

9

k
p

k

−= − ; 2 3D q p= + . 

С достаточной для инженерных расчетов точ-
ностью выражение (13) можно аппроксимировать 
зависимостью  

0.528e

Y

h
k

h
= .        (14) 

При этом для 1 1000k≤ ≤ относительная по-
грешность не превышает 4 %, а ее среднее значе-
ние менее 1 %. 

Зависимости общей относительной деформа-
ции и ее составляющих (10) и (13) от относитель-
ной нагрузки представлены на рис. 1. 

 
Рис. 1. Зависимость относительной деформации от 

относительного коэффициента б нагрузки 
 

Фактическая площадь контакта при деформа-
ции единичной неровности на величину ih  

2ri i iA rh= α π ,  (15) 

где iα  – коэффициент, характеризующий напря-

женное и критическое состояние материала в зоне 
контакта. Для упругопластического контакта, т. е. 
при 1k ≥ 0.5...1.iα =  

Согласно данным [5], площадь контакта еди-
ничной сферической неровности при упругопла-
стическом контакте  

                      ( )2 0.5ri p eA r h h= π +  .        (16) 

Приравнивая выражения (15) и (16), с учетом 
выражений (6), (10) и (14) получим  

0.528

0.528

0.5 1 1.5

1 3

p e
i

p e

h h k k

h h k k

+ − +
α = =

+ − +
, 1k ≥ .     (17) 

Средние контактные напряжения на площадке 
контакта 

                       
2

i Y
mi

ri i

N N k
q

A rhi
= =

α π
, 1k ≥  

С учетом выражений (4), (5), (6), (10), (14) и 
(17) имеем 
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0.5281 1.5
miq k

HD k k
=

− +
, 1k ≥      (18) 

При упругом контакте, т. е. при  1k ≥  
1

32

3
miq

k
HD

= . 

Полученные зависимости (17) и (18) представ-
лены на рис. 2. 

При анализе графических зависимостей следу-
ет иметь в виду, что переход от упругого контакта 
к упругопластическому происходит плавно, ибо 
пластическая деформация в микрообъемах мате-
риала возникает до того, как расчетные зависимо-
сти достигают пластической твердости в центре 
площадки контакта. Отсюда изображенный на 
графике ( )kα  излом при переходе от упругой к 
упругопластической деформации следует рас-
сматривать, как схематизацию процесса на грани-
це, которая сама по себе является условной. Сле-

довательно, пик на зависимости )(k
HD

mq
 также 

уменьшится. 

 
Рис. 2. Изменение относительного контактного дав-
ления q HD  и коэффициента α  с ростом относи-

тельной нагрузки 
 

Следует указать, что аналогичный вид имеет 
диаграмма вдавливания шара, построенная в ко-
ординатах нагружение – степень деформации [7, 
с. 22]. 

Таким образом, используя выражения (6), (10), 
(14), (15), (17) и (18), при известной относитель-
ной нагрузке k  можно определить контактные 
характеристики в случае внедрения сферы в упру-
гопластическое полупространство. Однако при 
контактировании шероховатой поверхности с уп-
ругопластическим полупространством удобней 
определять нагрузку на отдельных поверхностях 
для известной величины деформации с целью по-
следующего их суммирования и приравнивания к 
общей нагрузке. В этом случае следует использо-
вать следующую зависимость: 

0.6

3 3.4 1.4i i i

Y Y Y

N h h
k

N h h
+

   
= = −   

   
 .      (19) 

Тогда с учетом выражений (1О), (19) и того, 
что из (15) и (16)  

0.5
0.5 1p e p

i
i i

h h h

h h

+  
α = = + 

 
, 

получим  
0.4

17 1
1

30 15
Y Y

i i

h h
i h h

   
α = − +   

   
;          (20) 

0.6 0.417 1
2

30 15ri i i Y YA r h h h h
 = π − + 
 

.     (21) 

Последнее выражение, описывающее площадь 
контакта отдельной неровности при упругопла-
стическом контакте, следует использовать для 
определения площади контакта шероховатой по-
верхности с полупространством.  

При учете взаимного влияния поверхности не-
обходимо учитывать изменения условий начала 
пластической деформации согласно работам [2, 
3].  
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