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Приведены выражения, описывающие кривые кинетического индентирования сферой – ветвь нагружения и разгрузки. По-
казатель степени уравнения кривой разгрузки представлен в зависимости от свойств материала: предела текучести yσ  и 

приведенного модуля упругости *E  (или *Eyy σ=ε ), экспоненты упрочнения n  и относительной глубины внедрения Rh , 

где R  – радиус сферы. Для определения отношения ( )nchh yc ,2 ε=  использованы опубликованные результаты конечно-

элементного анализа внедрения сферического индентора. Для определения параметров yε  и n  из системы двух трансцен-

дентных уравнений предложено дважды фиксировать четыре параметра кинетического индентирования: максимальную 
величину усилия mP , максимальную глубину внедрения mh , глубину остаточной лунки fh  от исходной поверхности и кон-

тактную жесткость на начальном участке ветви разгрузки dhdPS = . Приведено выражение для определения корректи-

рующего фактора ( )myss hn,,εβ=β , используемого при определении приведенного модуля упругости по методу Оливера-

Фарра. Для более точного определения параметров yε  и n  предложено использовать метод исследования пространства 

параметров.  
Твердость материала определена как отношение энергии деформирования к объему вытесненного материала от уровня 

исходной поверхности. 
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The expressions describing the curves of kinetic indentation by a sphere – the loading -unloading branch – have been given. The ex-
ponent of the unloading curve degree of equation has been presented depending on the properties of the material: the yield point yσ  

and the reduced elastic modulus *E  (or *Eyy σ=ε ), the hardening exponent n  and the relative depth of penetration Rh , where R 

is radius of a sphere. To determine the ( )nchh yc ,2 ε=  ratio, the published results of the finite-element analysis of a spherical indenter 

penetration have been used. To determine the parameters yε  and n in the set of the two transcendental equations, it has been proposed 

a double registration of four parameters of kinetic indentation: the maximum stress intensity mP , the maximum depth of penetration   

mh , the residual crater depth fh below reference surface and contact stiffness at the initial section of the unloading branch 

dhdPS = . The expression to determine the correction factor ( )myss hn,,εβ=β  used to determine the reduced elastic modulus accord-

ing to the Oliver-Pharr method has been given. To determine the parameters yε and n more accurately, it has been proposed to use the 

parameters space research technique. 
Material hardness is defined as the ratio of the energy deformation to the volume of material displaced from the level of the original 

surface. 
 
Key words: kinetic indentation, spherical indenter, materials’ mechanical properties, yield strength, contact elastic modulus,   har-

dening exponent, unloading curve exponent, residual crater depth, hardness by Mayer, hardness by Martell. 
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Введение. Последние достижения авторов при опи-
сании внедрения сферического индентора в упругопла-
стическое полупространство [1 – 4] позволили решить 
ряд задач трибомеханики [5] и герметологии [6]. При 
этом использованы результаты конечно-элементного 
анализа [7, 8, 9]. В данной работе предпринята попытка 
использовать уравнения кривых нагружения и разгруз-
ки при сферическом индентировании для определения 
механических свойств материалов. 
Теоретические основы предлагаемого метода. 

Диаграмма кинетического индентирования представ-
лена на рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Диаграмма  кинетического индентирования материала 

Существуют четыре важных параметра, которые 
снимаются с кривых «нагрузка – перемещение»: мак-
симальная нагрузка mP , максимальное внедрение mh , 
контактная жесткость на начальном участке ветви раз-
гружения e eS dP dh= , остаточная глубина fh  проник-

новения индентора после разгрузки. 
Допустим, что m yP P>> , где yP – критическая на-

грузка [4], соответствующая началу пластической де-
формации при использовании критерия максимального 
напряжения Треска. 
В таком случае ветвь нагружения  можно описать 

выражением 

1 ,P С hα=    (1) 

а ветвь разгрузки – 

( )2 ,
m

e e fP С h h= −   (2) 

где 1 2,С C − константы; , mα − показатели степени. 
Согласно [9] величина относительного усилия P  

связана с величиной относительного внедрения 

h h R=  следующим уравнением: 

( )* 2
exp ,AP

P B h
E R

= = −   (3) 

где ( , ),yA A n= ε ( , ),yB B n= ε  – константы для данного 

материала; *Е – приведенный модуль упругости, R – 
радиус индентора; *

y y Eε = σ ; yσ – предел текучести; 

n – экспонента упрочнения материала;  
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,i mE E – модули упругости индентора и материала; 

,i mv v − коэффициенты Пуассона индентора и материала. 

Из выражения (3) уравнения ветви нагружения 

( ) ( ) ( ),,* 2 .
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Константа 2С определяется из условия равенства 

сил при mh : 
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Тогда уравнение ветви разгрузки  
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Контактная жесткость на начальном участке ветви 
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Из диаграммы на рис. 1 следует  
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В работах [3, 4] параметр m  определен расчетным 
путем: 
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где /m mh h R= ; 2
cс h h= , ch  – глубина, на которой 

происходит контакт индентора с материалом под на-
грузкой. 
Авторы [8] в результате конечно-элементного моде-

лирования для сферического индентирования получили 
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Вышеприведенные выражения справедливы для 

0,00025...0,03yε = , 0...0.4,n =  0...0.4.h =  

В работе [10] авторы предложили дважды фиксиро-
вать четыре важных параметра кинетического инден-
тирования 

imP , 
imh , 

if
h  и iS  для составления системы 

двух трансцендентных уравнений: 

( ) ( )
( )

2
,

2

3 2 ,

2 , ,

mi fi i y mi mi

mi y mi mi

h h S с n h h

P с n h h

− − ε ⋅
=

− ε ⋅
, 1,2i =    (12) 

и определения параметров материала yε  и n  из кривой 

разгрузки. 
Для полученных значений yε  и n  величина приве-

денного модуля упругости определяется из выражения 

(5), затем определяется *Eyy ε=σ . 

Согласно методике Оливера-Фарра [11] приведен-
ный модуль упругости определяется выражением 

* ,
2 s c

S
Е

A

π= ⋅
β

                (13) 

где cA – площадь проекции отпечатка, 1,05sβ ≈ – кор-

ректирующий фактор, который играет огромную роль 
при точном измерении свойств. 
Как следует из обзора значений sβ , приведенного в 

[11], трудно остановиться на одном предпочтительном 
значении. Поэтому величина 1,05sβ =  является опти-

мальной с вероятной ошибкой в 0,05± .  

Определим значения sβ , используя выражения (8) и 

(13)  и учитывая, что 2aAc π= . Тогда 

0

*

2 aw

Pm
E

sβ
= .           (14) 

Согласно [3], если ветвь нагружения описывается 
выражением (1), то распределение давления на пло-
щадке контакта радиусом a  имеет вид:  

( ) 12 21r mp p r a
α−

= ⋅ α − ,    (15) 

где ( )2
mp P a= π  – среднее давление на площадке кон-

такта. В нашем случае ( )nA y ,ε=α . При повторном на-

гружении лунки нагрузкой вида (15) согласно данным 
[12]:  

*
0

0
aE

KP
w m

π
⋅= α ,   (16) 

где ( )2 1
0 2 ,K α−

α = α ⋅ Β α α , ( ),Β α α − бета-функция. 
Тогда, подставляя выражение (16) в (14), имеем 

( ) ( )
( )0

, ,
, ,

2 ,

y m

s s y m

y

m n h
n h

K nα

π ε
β = β ε =

ε
.        (17) 

На рис. 2 представлены зависимости ( ), ,s y mn hβ ε  

для 0,001...0,005yε = , 0...0.2,n =  и 0...0,4mh = , кото-

рые хорошо согласуются с данными [11]. 
 

 

 

Рис. 2. Зависимости корректирующего фактора sβ  от h  при 

разных значениях yε  и n : а) – 001,0=ε y ; б) – 003,0=ε y ; 

в) – 005,0=ε y . Сплошная линия соответствует 0,0=n , 

штрихпунктирная  1,0=n , штриховая 2,0=n  

Расчет приведенного модуля упругости по выраже-
нию (13) с уточненным значением корректирующего 
фактора (17) можно рассматривать как проверочный. 
Для более точного определения параметров yε , n  и 

*E  (не по двум точкам, а по участку кривой) можно 
использовать метод исследования пространства пара-
метров (ИПП), представленный в работе [13] и успеш-
но апробированный авторами в ряде работ [14 – 16]. 
Используя принятые в [13] обозначения, формируем 

пространство исходных параметров. 

yε≡α1 , n≡α2 ,        (18) 

где **
11

*
1 α≤α≤α , **

22
*
2 α≤α≤α . 
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Для конструкционных металлических материалов, 

используемых в машиностроении, пределы jα  охва-

тывают диапазон:  

005,00005,0 1 ≤α≤ , 2,00 2 ≤α≤ .     (19) 

После процедуры двукратного фиксирования пара-
метров кинетического индентирования и решения сис-

темы уравнений (12) диапазон для jα  можно значи-

тельно сократить, например, до jα± %10 , полученных 

в результате решения 

111 1,19.0 α≤α≤α , 222 1,19,0 α≤α≤α  .     (20) 

Выбор пробных точек в двухмерном пространстве 
параметров производим с помощью равномерно рас-
пределенных τЛП -последовательностей [13], отли-

чающихся наилучшими свойствами равномерности. В 
этом случае пробные точки на любую координатную 
ось различны и расположены квазиравномерно. Число 
пробных точек для каждого параметра равно числу 
испытаний – вычисленному эксперименту для каждого 
сочетания исходных параметров. 
Согласно [13] 

1
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( ) 22222 i
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здесь ][ z  – целая часть, { }z  – дробная часть числа z ; 

46796761111711

2572558551115531

111111111
)( =l

jr . 

Так как кривые нагрузки и разгрузки получены из 
эксперимента и их дискретные значения занесены в 

компьютер, для диапазона mf hhh ≤≤  строим экспе-

риментальную кривую 

( ) ( )
( )

e
э

P h
P h

P h
= ,    10 э ≤≤ P .              (21) 

Полученной экспериментальной кривой соответст-
вует теоретическая кривая 
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

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.   (22) 

Для каждого набора jα  рассчитываем: 

– зависимость )( kj hP  по выражению (22), где 

nk ...,2,1= , ( ) hhhn fm ∆−= / , h∆  – шаг дискретизации 

перемещения индентора h;– дисперсию величины ( )hP . 

( )( )2
э

1

)(
1

kkj

n

k

j hPhP
n

PD −= ∑
=

; 

– среднеквадратическое отклонение 

jPj PD=σ . 

Затем ранжируем jP  по среднеквадратическому от-

клонению Pjσ . При невыполнении условия **
PjPj σ≤σ , 

где **
Pjσ  – заданное максимальное среднеквадратиче-

ское отклонение, пределы диапазонов (20) можно 
уменьшить относительно наилучшего сочетания jα  и 

повторить описанную процедуру. 
После определения с заданной точностью yε и n 

приведенный модуль упругости *E  рассчитывается из 
выражения (5). 
По методу инструментального индентирования 

Оливера-Фарра, закрепленного стандартом ISO 14577, 
вычисляется также твердость материала Н как отноше-
ние приложенной нагрузки mP  к площади проекции 

невосстановленного отпечатка Ас 

m

с

P
H

A
= ,                   (23) 

которая имеет физический смысл среднего контактного 
давления на площадке индентирования и идентична 
твердости по Майеру, т. е. HMH ≡ . 

После определения yε , n  и *E , с учетом выраже-

ния (3) и того, что )2( 2
ccc hRhA −π= , имеем 

( ) ( )







 −π

=
ε−ε

242

,,

*
2 mm

nBnA
m

hchc

eh

E

H yy

,              (24) 

где ( )my hncc ,,22 ε=  определяется выражением (11). 

В отличие от твердости по Майеру, твердость по 
Бринеллю и пластическая твердость (по М.С. Дрозду), 
при определении которых нагрузку относят либо к по-
верхности отпечатка, либо к поверхности части инден-
тора, не имеют четкого физического смысла. 
В ряде недавних работ [17, 18] использована энер-

гетическая концепция твердости при сферическом и 
пирамидальном индентировании. Как следует из кри-
териев оценки твердости [19], энергетический подход 
используется только при определении твердости по 
Мартелю, представляющем собой отношение работы 
деформации А к объему восстановленного отпечатка V: 

V

A
HMR= .    (25) 

В работе [17] определяется объем вытесненного ма-
териала от уровня исходной поверхности, а не весь 
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объем восстановленного отпечатка, как по Мартелю. 
При этом использовалось допущение, что форма вос-
становленной лунки (кратер) представляет собой сфе-
рический сегмент. 
Для определения твердости в [17] использовалась 

работа pA , затраченная на пластическое вытеснение 

материала объемом pV  от уровня исходной поверхно-

сти: 










+
−

−
+α

=
11 m

hhh
PA fmm

mp .   (26) 

Так как с достаточной для инженерных расчетов 
точностью зависимости ( )pp AV  можно аппроксимиро-

вать прямыми линиями, то отношение pp VA ∆∆ для 

определенного участка 12 pp VV −  будет постоянной 

величиной и может характеризовать твердость мате-
риала, т. е. 

p

P

V

A
HE

∆

∆
= .    (27) 

В настоящей работе авторы пересмотрели свою по-
зицию, изложенную в [17], и считают, что при опреде-
лении твердости HE необходимо использовать полную 
работу индентирования А 

1+α
= mmhP

A ,    (28) 

что подтверждают также авторы [18]. 
В нагруженном состоянии, при действии нагрузки  

Р, индентор внедряется на величину h. Допустим, что 
при разгрузке перемещения точек поверхности нагру-
женной лунки происходят вертикально.  

 

 

Рис. 3. Схема лунки 

Схема восстановленной лунки представлена на 
рис. 3 Необходимо определить объем лунки, ограни-
ченный уровнем исходной поверхности. Пересечение 
профиля восстановленной лунки происходит при 

0ar = . При этом имеет место равенство 

zz uhh += ,     (29) 

где zu  – вертикальное перемещение поверхности лун-

ки при 0ar = ; величина zh  определяется выражением 

2
0

2 aRRhz −−=         (30) 

или 

2
011 r

z
zr a

R

h
h −−== ,       (31) 

где Raar 00 = . 

Для нагрузки вида (15) вертикальные перемещения 
Ruu zzr =  согласно [12] равны 
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где Raa ccr = ; Raa r 00 = ; 

( )
22

,K
α

α = αΒ α α
π

.                           (33) 

Подставляя выражения (31) и (32) в (29), получим 
уравнение 
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∫

π −ε
α ϕ













 ϕ−
π

+−−=
2

0

5,0,

2

22
02

0
sin

111 d
a

a

a

KP
ah

nA

cr

r

cr
r

y

,   (34) 

из которого определяется ra0 . 

Окончательно для искомого объема вытесненного 
материала имеем 
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∫ ∫

,   (35) 

где r Rρ = . 

    а) 

 
     б) 

 
Рис. 4. Зависимости ( )hVp  для материалов с разными свойст-

вами упругости: а) – 001,0=εy , 0=n ; б) – 005,0=εy , 

2,0=n  
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На рис. 4 представлены зависимости ( )pV h , полу-

ченные при допущении [17], что остаточная лунка сфе-
рической формы (точки), и определенные с учетом пе-
ремещений zu  (сплошные линии). 

На рис. 5 представлены типовые зависимости ( )pVA

для разных значений yε и n, здесь ( )3*REAA = . Как 

следует из рис. 5, с достаточной для инженерных рас-
четов точностью, приведенные зависимости на участке 

12 pp VV −  можно аппроксимировать прямыми линиями. 

В этом случае для определения твердости следует ис-
пользовать 12 AAA −=∆ . 

    а) 

б)  

в)  

 

Рис. 5. Зависимости относительной работы A  от относи-
тельного объема pV  при разных значениях yε  и n : а) – 

001,0=ε y ; б) – 003,0=ε y ; в) – 005,0=ε y . Сплошная линия 

соответствует 0,0=n , штрихпунктирная 1,0=n , штриховая 

2,0=n . 

 
Заключение 

1. Предложены аналитические выражения, описы-
вающие процесс кинетического индентирования сфе-

рой – кривые нагрузки и разгрузки с использованием 
опубликованных результатов конечно-элементного 
анализа. 

2. Представлен метод определения параметров yε  и 

n, основанный на двукратном фиксировании четырех 
параметров кинетического индентирования 

imP , 
imh , 

if
h  и iS  и последующем решении системы двух транс-

цендентных уравнений. 
3. Получено выражение для корректирующего фак-

тора ( ), ,s s y mn hβ = β ε  для определения приведенного 

модуля упругости *E , расчет по которому хорошо со-
гласуется с опубликованными данными. 

4. Для более точного определения параметров yε  и 

n (не по двум точкам, а по участку кривой) предложено 
использовать метод исследования пространства пара-
метров (ИПП). Приведено выражение нормированной 

теоретической кривой ( )hP  для mf hhh ≤≤ . 

5. Приведено выражение ( )* *
, , my

H H
n h

E E
= ε , где 

HMH ≡ , определяющее среднее контактное давление 
на площадке контакта. 

6. Предложен энергетический подход к определению 
твердости материала, отличающийся от твердости по 
Мартелю тем, что определяется не весь объем восстанов-
ленного отпечатка, а объем вытесненного материала от 
уровня исходной поверхности. При этом показано, что 
допущение о сферической форме остаточной лунки, сде-
ланные в [17] для определения вытесненного объема, мо-
жет иметь место , так как относительная погрешность при 
этом составит менее 2%. 
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Лесопогрузчики перекидного типа грузоподъемностью от 25 до 42 кН на базе лесопромыщленных тракторов широко при-
меняются в лесной промышленности России при заготовке древесного сырья в виде хлыстов и деревьев с кроной. С учетом 
того, что 75% древесного сырья заготавливается в таком виде,  эти машины будут широко использоваться и в дальнейшем. 
Исходя из этого, вопросы повышения технического уровня лесопогрузчиков являются актуальными. Повышение производи-
тельности лесопогрузчиков связано с решением вопросов повышения грузоподъемности и быстродействия механизмов, ско-


