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Кристаллизация является чрезвычайно сложным и многостадийным физико-химическим процессом, включающим в себя 

стадию нуклеации и рост образовавшихся зародышей. Установление кинетических закономерностей представляет собой 
актуальную задачу современных исследований. Одним из подходов определения кинетических параметров кристаллизации 
является математическое моделирование. В статье предлагается модель образования малорастворимых соединений в жи-
вых организмах, построенная на основе физической модели кристаллизации в почке. При построении математической модели 
были сделаны следующие допущения: рассматривается предельный режим гетерогенной кристаллизации при спонтанном 
образовании кристаллов и отсутствии вторичной нуклеации. Образующиеся кристаллы сохраняют свою форму, раскалыва-
ние, коагуляция и эволюция кристаллов во внимание не принимаются. Математическое описание процесса кристаллизации 
при сделанных допущениях основано на уравнении Фоккера – Планка. Для проведения вычислительного эксперимента была 
написана программа в среде Borland C++ Builder. Для численного решения системы уравнений исходными являются данные о 
составе кристаллизующегося вещества, молярных концентрациях ионов, пересыщении, минимальном и максимальном размере 
кристаллов. В результате получены зависимость количества образующихся кристаллов от времени и плотность распределе-
ния кристаллов по размерам в различные моменты времени. Для верификации полученных данных проведено эксперименталь-
ное изучение кристаллизации фосфатов и оксалатов кальция для проверки адекватности модели. Установлено, что уравнение 
Фоккера – Планка с принятыми допущениями может быть использовано для теоретического и экспериментального модели-
рования процессов фазообразования, в частности стадии нуклеации, в биологических жидкостях. 

 
Ключевые слова: математическое моделирование, уравнение Фоккера – Планка, биоминерализация, мочевые камни, ки-

нетика кристаллизации. 

                                                        
∗ Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (грант № 12-03-98011-
р_сибирь_а  и № 10-05-00881-а) и  в рамках реализации ФЦП  «Научные инаучно-педагогические кадры инновационной России»  на 2009 - 2013 
годы (проект № 14.В37.27.2037). 



Systems. Methods. Technologies. О.А. Golovanova et al. Mathematical model…2012 № 4 (16) p. 139-145 

140 

Mathematical model of poorly soluble compounds formation based  

on Fokker – Plank equation 

 
О.А. Golovanova1, S.А. Gerk1, А.N. Kuriganova2, R.R. Izmaylov1 
 
1 Dostoevsky Omsk State University, 55а Mira av., Omsk, Russia. E-mail: golovanoa2000@mail.ru 
2 Research Institute «Nanotechnologies and Nanomaterials», South Russian State Technical University, 132 Prosveshcheniya str.,  
Novocherkassk, Rostov region, Russia 
The article received 19.07.2012, accepted 2.11.2012 
 

Crystallization is an extremely complex and multi-step physical and chemical process including the stage of nucleation and growth 
of the generated nuclei. The ascertainment of kinetic laws is an actual problem of modern research. One of the approaches to determine 
the crystallization kinetic parameters is mathematical modeling. The article proposes the formation model of poorly soluble compounds 
in living organisms constructed on the basis of a physical model of crystallization in a kidney. While constructing the mathematical 
model, the following assumptions were made: the heterogeneous crystallization limiting behavior at crystals spontaneous formation and 
the absence of secondary nucleation are considered. The resulting crystals retain their shape, with cleavage, coagulation and evolution 
of crystals being ignored. The mathematical description of the crystallization process under these assumptions is based on the Fokker - 
Planck equation. To carry out a computing experiment, the computer simulation program was written in the Borland C++ Builder. For 
the numerical solution of the equations set, the source data are the ones on the crystallizing substance composition, molar ion concen-
tration, supersaturation, minimum and maximum size of the crystals. As a result, we have obtained the dependence of the crystals 
formed on the time and density of crystal size distribution at different time points. To verify the data obtained, the experimental study of 
the phosphates and calcium oxalates crystallization to test the model adequacy has been carried out. It has been stated that the Fokker - 
Planck equation together with the assumptions made can be used for theoretical and experimental modeling of the phase formation 
processes in biological fluids, in particular the nucleation stage. 

 
Keywords: mathematical modeling, Fokker – Plank equation, biomineralization, urinary stones, crystallization kinetics. 
 
Введение. Изучение закономерностей кристаллиза-

ции является актуальным и перспективным направле-
нием современных исследований. Интерес к данному 
явлению обусловлен тем, что, во-первых, образование 
твердой фазы из пересыщенных растворов является 
важным технологическим процессом, например, для 
получения и очистки неорганических соединений, тре-
бующим целенаправленного регулирования. Во-
вторых, кристаллизация играет важную роль в процес-
сах биоминерализации, вызывая образование физио-
генных и патогенных минералов. Наиболее распро-
страненным проявлением кристаллизации в живых 
организмах является образование мочевых камней. 

Кристаллизация является чрезвычайно сложным 
физико-химическим процессом, состоящим из не-
скольких последовательных стадий. Первая стадия свя-
зана с возникновением микроскопических зародышей 
кристаллической фазы, способных к дальнейшему рос-
ту. На втором этапе происходит последующий рост 
образовавшихся частиц. Данные процессы описывают-
ся кинетическими параметрами нуклеации и роста, ко-
торые можно рассчитать, определяя какое-либо физи-
ческое свойство раствора, связанное с концентрацией 
кристаллизующегося вещества.  

Одним из подходов к определению кинетических 
параметров кристаллизации является математическое 
моделирование.  

Целью данного исследования является моделирова-
ние процессов нуклеации и роста физиогенных и пато-
генных кристаллов в биологических средах на основе 
уравнения Фоккера-Планка. 
Методическая часть. Модель кристаллизации в 

почке. Рост минеральных фаз в таком «кристаллизато-
ре», как почка, определяется: высоким пересыщением в 

нормальной моче, в 4-5 раз превышающем раствори-
мость соединений, способных в ней образовываться 
[1]; удержание катионов и анионов в растворенном 
состоянии посредством их перевода из ионных форм в 
комплексные соединения лежит в основе механизма 
ингибирования роста минеральных фаз в мочевой сис-
теме (чаще всего ингибиторами камнеобразования вы-
ступают цитрат, пирофосфатион, некоторые белки и 
магний [2]); дискретным характером поступления жид-
кости в почечную лоханку; краткостью периода напол-
нения и опорожнения почечной лоханки; максимально 
возможное выделение мочи почкой составляет 
20 мл/мин, минимальное – 0,5 мл/мин; в среднем фаза 
наполнения лоханки мочой длится 10-15 сек, а опо-
рожнение происходит за 2–3 сек; пауза между опорож-
нениями составляет от 20 до 120 сек [3 – 5]. 

На этом основании наиболее вероятной представля-
ется гетерогенная нуклеация минеральных индивидов в 
почках, поскольку индукционный период, не превы-
шающий двух минут, мал для осуществления самопро-
извольного (гомогенного) зарождения микрокристал-
литов даже в высококонцентрированных средах. Фак-
тором, принципиально важным для формирования по-
чечного камня, следует признать возможность удержа-
ния «затравки» и прикрепления ее к мягким тканям. 
Очевидно, что удаление микрокристаллов или органи-
ческих ассоциатов из мочевого тракта с током жидко-
сти делает разрастание конкремента невозможным. 
Теория «прикрепленной частицы», предложенная авто-
ром [6] на основании учета скорости движения мочи, 
степени ее пересыщения и анатомических особенно-
стей почки, констатирует крайне малую вероятность 
формирования в почке свободно перемещающихся 
камней, исходно не имевших мест прикрепления. 
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На основании вышеизложенного можно предполо-
жить, что кристаллизация возникает в дистальных от-
делах нефрона, имеющих ограниченный объем V , где 
в момент времени 0t =  содержится однородно пере-
сыщенный раствор оксалата кальция. Если концентра-
ция C  превышает растворимость частиц оксалата 
кальция, то происходит зарождение и рост частиц 
твердой дисперсной фазы. При протекании кристалли-
зации часто наблюдается образование нескольких кри-
сталлических и аморфной модификаций частиц дис-
персной твердой фазы. Пренебрегая теплом химиче-
ской реакции, примем, что в нефроне поддерживается 
постоянная температура раствора. Считаем, что пере-
мешивание не приводит к раскалыванию частиц. 

На первоначальном этапе была разработана матема-
тическая модель, позволяющая при сопоставлении с 
экспериментальными данными оценить основные па-
раметры и факторы процесса кристаллизации патоген-
ных органоминеральных агрегатов. 
Математическая модель кристаллизации мало-

растворимых соединений. Математическое модели-
рование кристаллизации солей из пересыщенных рас-
творов осуществляется успешно, если оно основано на 
достаточно полной модели кристаллизации. Такая мо-
дель сложна, поэтому прибегают к исследованию част-
ных случаев и предельных режимов, каждый из которых 
описывает связь с одним из элементарных процессов, а 
все они дают полное представление о процессе [7 – 13]. 

Применительно к массовой кристаллизации из рас-
творов возможность моделирования возникает при оп-
ределении условий пересыщения и образования кри-
сталлических модификаций различных солей [14, 12]. 

Для описания процессов, происходящих по нуклеа-
ционному механизму, часто используют феноменоло-
гическую теорию Джонсона и Мела [15], Аврами и 
Колмогорова [16]. Аналитические решения в рамках 
этой теории получены для простейших случаев, таких, 
как нуклеация с постоянной или непрерывно изме-
няющейся скоростью в свободном пространстве. Для 
более сложных условий, а также в присутствии про-
странственных ограничений для роста, в последнее 
время исследователи используют метод Монте-Карло и 
клеточного автомата [17].  

Как было отмечено выше, при кристаллизации ма-
лорастворимых соединений из сильно пересыщенных 
растворов выделяются микроскопические кристаллы 
различной формы, нормально распределенные по раз-
меру. Распределение кристаллов по размеру согласует-
ся с представлением об одновременном появлении цен-
тров кристаллизации и их флуктуативном росте в соот-
ветствии с уравнением Фоккера-Планка [18]. При вы-
воде уравнения Фоккера-Планка в теории стохастиче-
ских процессов предполагается существование вероят-
ностей перехода из одного состояния динамической 
системы в другое [19]. Согласно работе [15], отличи-
тельной особенностью биообъектов является их спо-
собность удерживать свои параметры в определенных 
пределах, не допуская неограниченного роста диспер-
сии, вызванного действием термодинамических флук-
туаций и (или) внешней среды. В терминах уравнения 
Фоккера-Планка это свойство интерпретируется как 

нерасплывание плотности вероятности с течением вре-
мени, его локализованности в некоторой ограниченной 
области неограниченного фазового пространства. 

В натурных экспериментах наблюдаются сложные 
механизмы эволюции дисперсной фазы, такие, как обра-
зование метастабильных промежуточных твердых фаз и 
медленная эволюция частиц твердой фазы в конце про-
цесса. Проведенные исследования нелинейных моделей 
позволяют объяснить механизм этих превращений и 
определить кинетику процессов. В исследовании основ-
ное внимание уделяется рассмотрению нелинейности 
процессов кристаллизации при наличии флуктуаций 
скорости роста частиц для закрытой системы. 

При построении математической модели были сде-
ланы следующие допущения: рассматривается пре-
дельный режим гетерогенной кристаллизации при 
спонтанном образовании кристаллов и отсутствии вто-
ричной нуклеации; образующиеся кристаллы сохраня-
ют свою форму; раскалывание, коагуляция и эволюция 
кристаллов во внимание не принимаются. 

Математическое описание процесса кристаллизации 
при сделанных допущениях основано на уравнении 
Фоккера-Планка [18]. Для описания процесса кристал-
лизации использовалась математическая модель, осно-
ванная на изменении функции φ  распределения кри-

сталлов по размеру L  во времени t . Все макропара-
метры, такие, как температура и концентрация, счита-
ются постоянными во всем объеме раствора. Эволюция 
функции распределения описывается уравнением Фок-
кера-Планка [18]: 

 

( ) ( )G G
p

t L L L

∂ φ ∂ φ ∂φ ∂= − +  ∂ ∂ ∂ ∂ 
.  (1) 

 
Причем 0L L≥ , где 0L  является минимально возмож-

ным размером кристалла. Функция G  является линейной 
скоростью роста грани кристалла, параллельно самой 
себе, p  – коэффициент флуктуации скорости роста. 

Определим пересыщение раствора γ  следующим 

образом: 

s

C

C
γ = ,                     (2) 

 
где ( )C t  – концентрация, а sC  – концентрация насы-
щенного раствора. Тогда 
 

( )1nG = β γ − ,         (3) 

 
где β  – кинетический коэффициент скорости роста; n  

– порядок реакции. Уравнение (1) должно быть допол-
нено краевыми условиями: 
 

lim ( , ) 0L L t→∞ φ = ,         (4) 
 
которое означает отсутствие бесконечно больших кри-
сталлов. На левом крае задается условие смешанного 
типа: 
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( ) ( )0
0

( )
( ) 1mL G
L G p k

L

∂ φ
φ − = γ −

∂
,     (5) 

 

где k  – кинетический коэффициент; m – порядок ре-
акции нуклеации. 

Систему уравнений необходимо дополнить началь-
ным условием и уравнением баланса масс. Рассматри-
вался процесс спонтанной нуклеации (т. е. в начальный 
момент времени в растворе отсутствуют кристаллы), 
что выражается формулой ( ,0) 0Lφ = . Уравнение ба-
ланса массы описывает сохранение вещества: 

1

0

3
0 ( ) ( , )

L

L

M C t V L t L dL= ⋅ + φ∫ .   (6) 

Ограничимся рассмотрением пространственно-
однородной нелинейной задачи кристаллизации в за-
крытой системе. Изучаются нелинейные свойства 
уравнения Фоккера-Планка при заданных соотношени-
ях баланса массы. Это приводит к рассмотрению зада-
чи, в которой нелинейность определяется зависимо-
стью граничных условий и коэффициентов уравнения 
от предыстории развития процесса кристаллизации. 
Такие нелинейные явления могут являться основой 
самоорганизации дисперсной твердой фазы на завер-
шающей стадии ее формирования. 
 

 
 

Рис. 1. Диалоговое окно программы «Гетерогенная кристаллизация». Исходные данные. 
 

 
 

Рис. 2. Диалоговое окно программы «Гетерогенная кристаллизация». Данные о пересыщении. 
 

Экспериментальная часть. Для проведения вычисли-
тельного эксперимента была написана программа в 
среде Borland C++ Builder. Для численного решения 
системы уравнений использовалась равномерная сетка 
с шагом h по размеру и t по времени. Перенос решения 
с j-го слоя на j+1 осуществляется чисто-неявной разно-
стной схемой, после чего получается функция G, ха-

рактеризующая распределение кристаллов по разме-
рам. При построении модели исходными являются 
данные о составе кристаллизующегося вещества, мо-
лярных концентрациях ионов, пересыщении, мини-
мальном и максимальном размере кристаллов. Плот-
ность распределения кристаллов по размерам в различ-
ные моменты времени приведена на рис. 3. 
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Рис. 3. Распределение кристаллов оксалата кальция по 
размеру. 
 
Результаты и их обсуждение. При использовании 

в расчете данных по процессу кристаллизации оксалата 
кальция в соответствии с данной моделью были полу-
чены следующие результаты. 

1. Зависимость количества образующихся кристал-
лов оксалата кальция от времени в процессе кристалли-
зации (рис. 4).  
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Рис. 4. Изменение количества кристаллов оксалата кальция в 
процессе кристаллизации. 
 

Видно, что основная масса кристаллов образуется в 
течение 30-40 минут от момента начала кристаллиза-
ции. За этот же промежуток времени наблюдается спад 
концентрации ионов кальция и оксалата от исходного 
пересыщения до равновесной концентрации (рис. 5). 
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Рис. 5. Изменение концентрации ионов 2Ca +  и 2
2 4C O −  во 

времени. 

2. При дальнейшем протекании кристаллизации в 
условиях возобновления пересыщения наблюдается 
плавное снятие пересыщения при постоянном числе 
зародышей, что объясняется ростом уже существующих 
кристаллов. При этом происходит увеличение среднего 
размера образовавшихся кристаллов (рис. 6). 

 

 
 

Рис. 6. Зависимость среднего размера оксалата кальция во 
времени. 
 

После проведения расчета в объеме раствора вос-
станавливалась исходная концентрация. Кристаллы, 
размер которых был меньше порогового значения, уби-
рались из системы, и вычислительный эксперимент 
повторялся, но теперь уже с полученным на предыду-
щей итерации начальным условием. Данный прием со-
ответствует опорожнению и наполнению почки. Было 
установлено, что увеличение среднего размера кри-
сталла пропорционально квадратному корню от числа 
итераций (повторений) эксперимента (рис. 7). 

 

 
 
Рис. 7. Зависимость среднего размера оксалата кальция от 
числа итераций. 

Далее было проведено экспериментальное изучение 
кристаллизации фосфатов и оксалатов кальция. Кри-
вые, полученные в результате математического моде-
лирования, отличаются от экспериментальных тем, что 
для них характерен полный спад пересыщения, а в экс-
перименте наблюдаются высокие остаточные пересы-
щения (рис. 8-10). Причем с увеличением пересыщения 
различие становится более явным. Данное обстоятель-
ство можно объяснить тем, что разработанная матема-
тическая модель не учитывает процессы, связанные с 
отравлением роста кристаллов примесями, кроме того, 
при больших пересыщениях в значительной степени 
проявляются процессы агрегации частиц, что также не 
учитывалось при разработке математической модели. 
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Рис. 8. Изменение концентрации одноводного оксалата каль-
ция во времени (γ = 5; 1 – эксперимент, 2 – компьютерное 
моделирование). 
 

 
 
Рис. 9. Изменение концентрации одноводного оксалата каль-
ция во времени (γ = 7; 1 – эксперимент, 2 – компьютерное 
моделирование). 
 

 
 
Рис. 10. Изменение концентрации одноводного оксалата 
кальцияво времени (γ = 10; 1 – эксперимент, 2 – компьютер-
ное моделирование). 
 

При этом важно отметить, что ход эксперименталь-
ных и расчетных кривых одинаков. Основные законо-
мерности процесса кристаллизации одноводного окса-
лата кальция, полученные в ходе эксперимента, и дан-
ные математической модели (размер частиц, распреде-
ление кристаллов по размерам, общее время кристал-
лизации и др.) совпадают. Следовательно, разработан-
ную математическую модель можно использовать для 
оценки процессов массовой кристаллизации, а именно 
стадии нуклеации. 
Выводы. Таким образом, рассмотрение процесса 

кристаллизации показало, что данная модель, основан-
ная на уравнении Фоккера-Планка, описывает процесс 
нуклеации; изучение же процесса роста кристаллов с ее 
помощью затруднительно, поскольку основная часть 
растворенного вещества поглощается при нуклеации, и 

рост кристаллов практически не наблюдается. Экспе-
риментальное изучение кристаллизации фосфатов и 
оксалатов кальция показало, что разработанная модель 
адекватна полученным экспериментальным данным по 
распределению размеров образующихся кристаллов во 
времени и по достижении их среднего размера при за-
данных условиях. 
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Рассматриваются вопросы влияния объемно-планировочных решений здания на показатели его энергетической эффек-

тивности. Анализируются расчетные данные оптимизации оболочки здания для условий города Братска. На энергоэкономич-
ность здания могут влиять как абсолютные размеры (длина, высота, ширина, этажность), так и соотношения отдельных 
параметров (удельная площадь наружных ограждений, удельный периметр наружных стен, соотношение площади оконных 
проемов к площади наружных стен). Определена оптимальная форма здания, рассчитано соотношение ширины корпуса к его 
длине по величине удельного теплопотребления. Этот показатель определяется как отношение тепловых потерь здания к 
полезной площади его ограждающих конструкций. Удельный расход энергии на отопление q изменяется в зависимости от 
этажности и ширины зданий. Максимальные значения этого показателя наблюдаются в одноэтажных зданиях, с увеличени-
ем этажей q снижается, причем, наиболее значительно – в интервале с первого по третий этаж. Доказано, что уменьшение 
энергопотребления достигается также в результате проектирования и строительства многоэтажных зданий, занимающих 
большую площадь в плане. С увеличением ширины корпуса жилых зданий, приводящим к сокращению на 20-30 % удельной 
площади ограждающих конструкций на 1 м2 жилья, теплопотери снижаются на 15-20 %.  

 
Ключевые слова: энергоэффективность здания, энергопотребление зданий, инфильтрация воздуха, теплопотери. 

 
 

Building envelope harmonisation according to the energy efficiency  

criteria in Bratsk 

 
Т.А. Potapova1, E.V. Nester1 
 
1Bratsk State University, 40, Makarenko str., Bratsk, Russia. E-mail: Elena_nester@mail.ru 
The article received 14.08.2012, accepted 17.11.2012 

 
The article examines the impact of space planning decision of a building on the characteristics of its energy efficiency. The design data for 

the building envelope optimization applied in the conditions of Bratsk are analysed. The building energy efficiency can be influenced by both the 
absolute size (length, width, height, number of storeys) and the certain parameters ratio (outer shell specific area, exterior walls specific peri-
meter, the ratio of the window openings area  to the exterior walls). The optimum shape of the building has been determined, the ratio of hous-
ing length to its length as to the specific heat consumption has been calculated. This indicator is determined as the ratio of heat loss to the outer 
shell rentable space. The specific heating energy consumption q varies with the width and number of storeys. Maximum values of this index are 
observed in one-storey buildings; when the number of storeys increases q goes down and most considerably in the interval from the first to the 
third floor. It has been proved that the reduction in energy consumption is achieved as a result of design and construction of multi-storey build-
ings occupying a large area on the plan. With the increase in the residential buildings housing length leading to the reduction of the outer shell 
specific area by 20 - 30% per 1 m2, heat losses are reduced by 15 - 20%. 

 
Keywords: energy efficiency of buildings, energy consumption, air infiltration, heat loss. 


