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ВОПРОС ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПО ЧАСТИ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
В данной статье рассматривается задача исследования уходящих движений на устойчи-

вость по Ляпунову. Строится решение этой задачи методами теории устойчивости по части 
переменных. Приведены методы сведения задачи исследования на устойчивость по Ляпунову 
уходящего решения к задаче исследования нулевого решения некоторой преобразованной сис-
темы. 
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Определение 1. Решение 0X =  системы 

                      ( , )X P X t=& ,                     (1) 

где 1( ,..., ),nX x x F=  – вещественная, непре-
рывная, удовлетворяющая условию Липшица 
векторная функция, называется устойчивым 
относительно переменных 1,..., ( )mx x m n< , 

если по любому 0ε >  и любому 0 0t ≥  можно 
указать величину ( , ) 0tδ ε >  такую, что при 

условии 0|| ||X < δ  выполняется условие 

0|| ( , ) ||Y t X < ε  при 0 0t ≥ , где *
1( ,..., )mY x x= . 

Решение 0X =  называется асимптотически 
устойчивым относительно переменных 

1,..., mx x , если ( , ) 0tδ ε >  можно выбрать так, 

чтобы 0|| ( , ) || 0
t

Y t X
→+∞
→ . 

Определение 2. Множество M R⊂  назы-
вается инвариантным по отношению к дина-
мической системе ( , )f p t , если оно состоит 
из траекторий этой динамической системы, т. 
е. из p M∈  следует ( , )f p I M⊂ . 
Определение 3. Множество M R⊂  называет-
ся инвариантным по отношению к динамиче-
ской системе ( , )f p t  в положительном на-

правлении (Международный термин – forward 
invariant set.), если оно состоит из положи-
тельных полутраекторий этой динамической 
системы, т. е. из p M∈ . Множество M  назы-
вают также инвариантным для полупотока. 
Ясно, что компактное инвариантное для 

полупотока множество состоит из полутраек-
торий, устойчивых по Лагранжу в положи-
тельном направлении. 
Определение 4. Аттрактором динамиче-

ской системы ( , )f p t , заданной в полном 

метрическом пространстве R , называется 
асимптотически устойчивое компактное мно-
жество A . 

Асимптотическая устойчивость A  означа-
ет, что оно устойчиво по Ляпунову и обладает 
свойством ( ( , ), ) 0

t
f p t A

→+∞
ρ →  при выполнении 

условия ( , )p Aρ < δ , где δ  – некоторое поло-

жительное число. Если δ  оказывается равным 
+∞ , то аттрактор A  называется глобальным. 
[1] 
Теорема. Для того, чтобы динамическая 

система ( , )f p t  в евклидовом пространстве 
nR E=  имела аттрактор A , необходимо и 

достаточно, чтобы существовало множест-
во M R⊂  со следующими свойствами: 

1) множество M  вместе со своей неко-
торой δ −окрестностью является компакт-
ным и инвариантным для полупотока множе-
ством; 

2) при некотором ′δ < δ  существует число 
0 T< < +∞  такое, что полутраектории, на-
чинающиеся в множестве ( , ) \ ( , )S M S M ′δ δ , 

покидают его за время t T≤ . 
Доказательство. Необходимость. Пусть 

существует аттрактор A  – устойчивое по Ля-
пунову асимптотически устойчивое компакт-
ное инвариантное множество. Тогда некото-
рая его окрестность является инвариантным 
для полупотока компактным открытым мно-
жеством. Действительно, A −  компактное 
множество, множество точек p , удовлетво-

ряющих условию ( , )p Aρ < δ , является откры-
тым компактным множеством. Любая траек-
тория, начинающая в этой области, стремится 
к аттрактору A  при t → +∞ . В качестве ис-
комого инвариантного для полупотока мно-
жества достаточно взять совокупность полу-
траекторий, начинающихся в δ −окрестности 
множества A . Здесь число δ  берется из опре-
деления асимптотической устойчивости. Из 
свойства асимптотической устойчивости сле-
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дует, что, во-первых, у множества A  сущест-
вует непустая окрестность, т. е. неравенство 
0 ( , )A x< ρ < δ  совместно при 0δ < δ , и, во-

вторых, число 0δ >  такое, что полутраекто-
рии, начинающиеся в ( , )S A δ  (окрестности 
множества A ), за конечное время оказывают-
ся в ( , )S A ′δ  (окрестности этого множества), 

где ′δ < δ . Из этого также следует, что полу-
траектории, начинающиеся во множестве 

( , ) \ ( , )S A S A ′δ δ , покидают его за конечное 
время [2]. 

Достаточность. Пусть M  – инвариант-
ное для полупотока открытое компактное 
множество. Тогда множество M  состоит из 
устойчивых по Лагранжу в положительном 
направлении полутраекторий. Каждая инди-
видуальная полутраектория ( , )f p I +  этого 
множества имеет непустое ω− предельное 
множество pΩ . Причем, ( , )p S M ′Ω ⊆ δ , кро-

ме того, каждая индивидуальная траектория 
( , )f p t  обладает свойством 

( ( , ), ) 0p
t

f p t
→+∞

ρ Ω → . Каждое множество pΩ  

является инвариантным замкнутым множест-
вом. 
Пусть в аттрактор A  будет входить сово-

купность ω− предельных множеств pΩ , при-

надлежащих индивидуальным полутраекто-
риям 

( , )
( , ) : p

p S M
f p I A+

∈ δ
⊇ ΩU . Докажем это. 

A  – компактное множество, так как является 
объединением компактных множеств, лежа-
щих в компактном множестве M . Свойство 
инвариантности A  следует из инвариантно-
сти каждого ω− предельного множества pΩ . 

Докажем свойство устойчивости по Ляпунову 
этого множества. Согласно определению ус-
тойчивости по Ляпунову, зададимся величи-
ной 0ε >  и укажем 0δ >  такое, что при 

( , )p Aρ < δ  будет выполняться 

( ( , ), )f p t Aρ < ε  при 0t > . Все полутраекто-

рии ( , )
t

f p t A
→+∞
→  при p M∈ ; это означает, 

что для выбранного ε  для каждой индивиду-
альной полутраектории существует число pT  

такое, что ( ( , ), )f p t Aρ < ε  при pt T> . [3] 

По теореме Больцано–Вейерштрасса, в си-
лу ограниченности множества M  существует 
число sup p

p M

T T
∈

= . По теореме об интегральной 

непрерывности по числу T  и выбранному 

нами ε  можно указать такое число δ , что при 

0( , )p pρ < δ , где 0p A∈ , будет выполняться 

0( ( , ), ( , ))f p t f p tρ < ε  при 0 t T< ≤ . В силу 

инвариантности A  0( , )f p t A∈ , следователь-
но, выполняется ( ( , ), )f p t Aρ < ε . Поскольку 

при данном δ  будет выполнено 
( ( , ), )f p t Aρ < ε  и при t T> , то получаем, что 

найденное нами число δ  отвечает определе-
нию устойчивости по Ляпунову. 
Докажем свойство асимптотической ус-

тойчивости. Действительно, справедливо не-
равенство 

( ( , ), ) ( ( , ), )pf p t A f p tρ ≤ ρ Ω , 

где pΩ − ω −  предельное множество траекто-

рии ( , )f p t . Однако ( ( , ), ) 0p
t

f p t
→+∞

ρ Ω → . От-

сюда следует, что ( ( , ), ) 0
t

f p t A
→+∞

ρ → , причем, 

полутраектория ( , )f p I +  находится в компак-
те, что и доказывает асимптотическую устой-
чивость множества A  [4]. 
Возникает вопрос о том, вся ли совокуп-

ность возможных предельных режимов со-
стоит из ω− предельных множеств индивиду-
альных траекторий. Ответ отрицательный, т. 
е. существуют инвариантные множества, не 
являющиеся ω− предельными множествами 
никаких траекторий. Поэтому в аттрактор мы 
включаем и эти возможные режимы, хотя они 
и не влияют на свойство асимптотической 
устойчивости аттрактора. 
Замечание 1. Условия теоремы могут пока-

заться труднопроверяемыми, но это не так. 
Подобные условия дают функции Ляпунова, 
используемые в теореме Йошизавы о дисси-
пативности [5]. 
Замечание 2. Доказанная теорема, по сути, 

является теоремой о неподвижной точке. Дей-
ствительно, инвариантное множество являет-
ся неподвижной точкой отображения замкну-
той топологии компактного множества M  в 
себя, индуцированного динамической систе-
мой ( , )f p t . В отличие от принципа Шаудера, 
здесь не требуется выпуклость множества M , 
кроме того, указанное инвариантное множе-
ство – аттрактор, обладает свойством устой-
чивости по Ляпунову и асимптотической ус-
тойчивости. Существенным является характер 
поведения движений в окрестности границы 
множества M  – требование существования 
«оболочки», которую покидают за конечное 
время все начинающиеся в ней движения. В 
этом смысле отображение, индуцированное 
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динамической системой ( , )f p t , является ло-
кально «сжимающимся», так как переводит за 
конечное время множество ( , )S M δ  в множе-

ство ( , )S M ′δ , где ′δ < δ . 
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СОГЛАСОВАННЫЙ РЕЖИМ РАБОТЫ ОДНОРОДНОЙ  
ТРЕХПРОВОДНОЙ ЛИНИИ ЭЛЕКТРОПЕРЕДАЧИ 

 
Определены условия согласования однородной трехпроводной линии электропередачи (ЛЭП) 

напряжением 110кВ и выше с электрической нагрузкой, оценена ее пропускная способность. 
Рассмотрены различные варианты исполнения линий. Определены законы распространения 
напряжений и токов при согласовании линии электропередачи с электрической нагрузкой.  

 
Ключевые слова: согласованный режим, трехпроводная линия электропередачи, электри-

ческая нагрузка, падающая волна, отраженная волна, постоянная распространения, волновое 
сопротивление. 

 
На современных промышленных предпри-

ятиях существенное распространение получи-
ли нагрузки с нелинейными вольтамперными 
характеристиками. К их числу относятся раз-
личного рода вентильные преобразователи, 
установки дуговой и контактной электросвар-
ки и т. д. Данные потребители являются ис-
точниками высших гармоник токов и напря-
жений, которые отрицательно сказываются на 
работе электрооборудования, систем релей-
ной защиты, автоматики, телемеханики и свя-
зи. Низкое качество электрической энергии 
приводит к снижению надежности электро-
энергетических объектов, к сокращению сро-
ка службы оборудования, негативно отража-
ется на технологии производства. 
Одним из методов улучшения качества 

электрической энергии в высоковольтных ли-
ниях электропередачи большой протяженно-
сти трехпроводного исполнения напряжением 
110кВ и выше может быть ее согласование с 
электрической нагрузкой. В этом случае 

вследствие исключения отраженной волны 
электромагнитного поля заметно уменьшатся 
потери электрической энергии.  
Известно условие согласования нагрузки с 

однопроводной линией электропередачи, ко-
торое отражено равенством [1] 

 
                         cnn ZZ =2 ,                         (1) 

 
где nZ 2  – изображение полного сопротивле-
ния электрической нагрузки на комплексной 
плоскости для n -ой гармонической состав-
ляющей напряжения и тока, Ом; cnZ – полное 
волновое сопротивление линии, Ом. 
Условие согласования трехпроводной ЛЭП 

с электрической нагрузкой имеет другой вид. 
Своеобразие этого условия обусловлено тем, 
что передача электрической энергии по трех-
проводным ЛЭП большой протяженности 
обеспечивается тремя парами волн электро-
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