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ВЛИЯНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК УПРОЧНЯЕМОГО МАТЕРИАЛА 

 НА УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ ВНЕДРЕНИЕ СФЕРИЧЕСКОЙ НЕРОВНОСТИ 
 
Используя результаты конечно-элементного анализа при внедрении сферического инденто-

ра в упругопластическое полупространство при небольших относительных глубинах и описы-
вая истинные напряжения при растяжении (сжатии) степенной функцией, авторами опреде-
лен параметр, учитывающий упрочнение материала в процессе его деформации при контакт-
ном нагружении. При известном модуле упругости полученный параметр определяется преде-
лом текучести σy и показателем экспоненты n и может быть использован для инженерных 
расчетов упругопластической деформации. 
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При определении контактных характери-

стик трибосопряжений широко используется 
дискретная модель шероховатости. Микроне-
ровности (неровности) представляются в виде 
простых геометрических тел, обычно сфер 
или эллипсоидов, для которых имеются ре-
шения контактных задач. В зависимости от 
условий контактирования возможен различ-
ный характер деформирования неровностей: 
упругий, упругопластический, жесткопласти-
ческий. 
При рассмотрении упругопластического 

контакта возникают определения сложности, 
связанные с учетом упрочняемости материала 
в процессе нагружения, и определения границ 
существования упругой области и областей 
ограниченной и развитой упругопластично-
сти. 
Для определения характера деформирова-

ния необходимо обладать достоверным кри-
терием пластичности. Подробно этот вопрос 
рассмотрен в работе [1], в которой начало уп-
ругопластической деформации сферической 
неровности определено с учетом взаимного 
влияния неровностей, существенно изменяю-
щего общее напряженно-деформированное 
состояние. 
Часто упругопластические задачи пытают-

ся решать в упругой постановке, рассматривая 
повторный контакт, как упругий, например [2, 
3]. При этом используется радиус кривизны 
лунки, определенный исходя из глубины и 
диаметра отпечатка после снятия нагрузки. 
При таком подходе распределение контактно-
го давления будет «герцевским», но как пока-
зано в работе [4], при упругопластическом 
деформировании распределение давления на 

площадке контакта выравнивается, т.е. не яв-
ляется таковым. 
В работах [5, 6] задача о внедрении шара в 

полупространство решалась с использованием 
переменных параметров упругости, однако, 
как указано автором [7], это возможно только 
при простом нагружении, т. е. когда форма 
тензора напряжений и его главные направле-
ния все время сохраняются, что для многих 
методов поверхностного пластического де-
формирования не выполняется. 
В работе [2] характеристики упругопла-

стического контакта определялись с исполь-
зованием понятия твердости HD, которая 
представляет собой модуль упрочнения мате-
риала и является обобщенной характеристи-
кой, определяющей сопротивление материала 
упругопластической деформации [8]. Особен-
ностью работы [2] является то, что контакт 
отдельной неровности рассмотрен с учетом 
влияния остальных контактирующих неров-
ностей. 
В ряде недавних работ [4, 9, 10], посвя-

щенных внедрению сферического индентора 
(неровности) на основе подобия деформаци-
онных характеристик, авторами также ис-
пользовалось понятие пластической твердо-
сти, которая представлялась в виде 

 

                        yhKHD σ= ,                       (1) 

 
где yσ  – предел текучести, hK  – коэффици-

ент. 
Поэтому представляет значительный прак-

тический интерес определение параметра hK  

для различных материалов. В настоящее вре-
* - автор, с которым следует вести переписку. 
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мя для описания истинных напряжений при 
растяжении (сжатии) используется степенная 
функция  

 







σ≥σε≥εε

σ≤σε≤εε
=σ

,,,

;,,

yy
n

yy

K

E
                (2) 

 
где Е – модуль упругости; yσ  – предел теку-

чести; R и n – постоянные для данного мате-
риала коэффициенты диаграммы деформиро-
вания. 
Из условия равенства 

n
yy KE ε=ε=σ  

следует 

                      
n

yEK −ε= 1 .                         (3) 

 
Учитывая, что общая деформация состоит 

из двух частей  

py ε+ε=ε , 

для yσ>σ , с учетом выражений (2) и (3) и 

полагая rp ε=ε , имеем: 

( )n
yryr E σε+σ=σ 1  

или 

                  
( )n

yryr εε+σ=σ 1 ,                  (4) 

где Eyy σ=ε . 

Для оценки характеристик упрочняемого 
материала методом сферического идентиро-
вания в последние годы широко используется 
конечно-элементный анализ (FEA – finite ele-
ment analysis) [11 – 15 и др.]. В указанных ра-
ботах деформация εr является функцией от-
ношения ,Rh  где h – величина внедрения от 
исходной поверхности, R – радиус сферы. 
Исходя из вышеуказанного, коэффициент 

hK  из выражения (1) ищем в виде функции 
 

               
),,( ryhh hnKK ε= ,                    (5) 

где Rhhr = . 
В работе [12] характеристики упругопла-

стического контакта при внедрении сфериче-
ского индентора описываются полиноминаль-
ными функциями, полученными в результате 
конечно-элементного анализа: 
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где h – глубина внедрения сферы от исходной 
поверхности; ch – глубина, вдоль которой 
имеется контакт между сферой и полупро-
странством; P – сила, приложенная к инден-
тору; R – радиус сферы; rσ  – определяется 
выражением (4). Значения 200 коэффициентов 

ijka , ijkb получены для 004,0001,0 K=ε y , 

2,00K=n  и 12,00K=rh . 
Схема контакта сферической неровности 

представлена на правой (от оси ординат h) 
части рис. 1, а диаграмма P-h  нагружения – 
на левой части. 
 

 
 

Рис. 1. Схема контакта и диаграмма  
«нагружение-разгрузка» сферической  

неровности. 
 
Согласно принятым на рис. 1 обозначени-

ям, глубина остаточной лунки от исходной 
поверхности  

             0whhh fo −== ,                         (9) 

 
а глубина лунки (кратера) 

             ( )cccr wwhh −−= 0 ,                    (10) 
 

где, 0w  и sw  –  упругое восстановление цен-
тра и контура лунки. 
Для определения величины )( cww −  вос-

пользуемся данными работы [16], из которых 
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следует, что если на площадке радиусом а 
действует нагрузка 

 
( )β−= 221)( arprp o , то 

                 c
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где  
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),(Β ba  – бета-функция, iEE, и iνν,  – соот-

ветственно модули упругости и коэффициен-
ты Пуассона для материала и индентора. 
Если процесс нагружения сферического 

индентора можно аппроксимировать выраже-
нием 

α= rhA
ER

P
2

, 

 
то параметр β равен [4] 

( )15,0 −α=β . 
 

При переходе от упругой области к облас-
ти упругопластичности 

 
15,1 ≥α≥ , 

 
следовательно, параметр β  находится в пре-

делах 25.00K=β , причем нижняя граница 
соответствует идеальной пластичности. 
Аналогично, для упругого восстановления 

в центре лунки 

                    c

m
c E
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w 0β= ,                      (13) 

где  
( ) )1,1(21 12

0 β+β+β+= +β
β BK . 

 
В соответствии с ГОСТ 18835-73, пласти-

ческая твердость определяется методом дву-
кратного вдавливания индентора усилиями 1P  

и 2P  с фиксированием глубин остаточных 

отпечатков 01h  и 02h  
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Из выражения (8) 
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из выражения (9), (12) и (13) имеем 
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Подставляя iP  и ih  в (14), для hK  получим 
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Примем величину 12.02 =rh , т. е. предельно-

му значению rh  при определении коэффици-
ентов в выражениях (11) – (13). На рис. 2 
представлены значения hK для разных значе-

ний εy, 1,002,01 K=rh . Как следует из пред-
ставленных зависимостей, значения hK  для 

указанного диапазона 1rh  практически не ме-
няются. Поэтому достаточно принять 

06.01 =rh  и для инженерных расчетов значе-

ния hK  распространить для 12,0>rh , т. е. 

),,()12.0,06.0,,( nKnK yhyh ε=ε .  

Значения ),,( nK yh ε  для практического ис-

пользования можно усреднить, если принять  
 

∫ ε=ε
1.0

02.0

11 )12.0,,,(
08.0

1
),,( rryhyh hdhnKnK .   (18) 
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                                        a) 001.0=ε y                                            b) 002.0=ε y  

                   
                                        c) 003.0=ε y                                           d) 004.0=ε y  

Рис. 2. Зависимость )( 1rh hK для разных значений yε и n, линии соответствуют (сверху вниз) 

значениям n: 0.2, 0.15, 0.1, 0.05.  

                                                                        
                                            a)                                                               b) 

Рис. 3. Зависимость ),( nK yh ε при разных значениях yε  (a) и разных значениях n (b). 

 

Отклонения значений ),,( nK yh ε , рассчи-

танных по формуле (18), от значений 
)12.0,06.0,,(),,( nKnK yhyh ε=ε  составляют 

менее 1 %. 
При известном значении параметра 
( )nK yh ,ε  глубина остаточной лунки h0  опре-

деляется выражением 
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где P0 –  отрезок, который отсекает зависи-
мость )( 00 hP  на оси ординат P; 
 

        
( )nKRhPP yhy ,2 0110 εσπ−= .          (20) 

В качестве примера использования пара-
метра ( )nK yh ,ε , определенного выражением 

(17), или (18), приведены результаты расчета 
параметра а/R по методике, приведенной в 
[10] для материалов, используемых в экспе-
риментальных исследованиях работы [6]. Ме-
ханические свойства материалов, используе-
мых в расчетах, приведены ниже в таблице. 
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Там же приведены значения показателя 
экспоненты, рассчитанного по формуле 

 
( )
( )yp

yun
εε
σσ

=
/ln

/ln
, 

 
где uσ  - предел прочности, pε  - соответст-

вующая uσ  деформация, а также значения

( )nK yh ,ε , рассчитанные по выражению (17). 

Результаты расчетов, приведенные на рис. 4, 
указывают на хорошее совпадение их с экспе-
риментальными данными [6], обозначенными 
точками.  
Следует подчеркнуть, что в приведенном 

выше примере не учтен эффект, именуемый в 
зарубежной периодике «pile up» - образование 
вокруг сферического индентора (неровности) 
навала, что вносит определенную погреш-
ность при определении площади контакта. 

 
Рис. 4. Зависимость относительного радиуса 

лунки а/R от величины усилия Р. 
Линии соответствуют материалам табл.1, точки 

– экспериментальным данным [6]. 

 
Таблица 

Механические свойства материалов 
 

№ Материал yσ , 

MPa 

E, 
GPa yε  uσ , 

MPa 
pε  n hK  

1 Армко-железо 256 210 0.00122 410 0.191 0.093 5.091 

2 Сталь 45 480 204 0.00235 725 0.102 0.109 4.961 

3 Сталь 30ХГСА 677 215 0.00315 942 0.073 0.105 4.722 

4 Сталь 30ХГСА 1207 215 0.00561 1344 0.045 0.052 3.9 

5 Медь М2 69 132 0.000523 196 0.581 0.149 7.174 

6 Дюралюминий Д21 265 72 0.00368 392 0.06 0.104 5.132 

7 Титан ВТ6 687 117 0.00582 883 0.071 0.100 4.335 

 
В инженерных расчетах эффект «pile up» можно учесть, если по аналогии с выражением (14) 

внести новый параметр hcK определяемый из результатов конечно-элементного анализа 

( )),,(),,(2

),,(),,(
),,,(

1122

1122
21

rycrrycry

ryry
crcryhc

hnhhnhR

hnPhnP
hhnK

ε−εσπ

ε−ε
=ε , 

где 
n

y

riyr

ririyririyE

yriy
riyiriycri

hn

hhnchhncK

KRhn
hnchhnh















ε
εε

+
ε−επ

ε⋅εψ
−ε=ε β ),,(

1
),,(2),,(

),,(4
),,(),,(

22

2

 
 

В результате проведенного анализа уста-
новлено, что характер зависимостей 

)12.0,,,( 1ryhc hnK ε аналогичен зависимостям 

)12.0,,,( 1ryh hnK ε , поэтому аналогично зна-

чение ),,( nK yhc ε для инженерных расчетов 

распространим для 12.0≥rh . Тогда из выра-
жения (9) и (10) получим 
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что позволяет учесть образование навала. 
В заключение отметим, что введенный па-

раметр ( )nK yh ,ε  обладает хорошей информа-

тивностью, так как, описывает упрочнение 
материалов в широком диапазоне значений 
механических свойств и поэтому может быть 
использован для инженерных расчетов упру-
гопластической деформации упрочняющихся 
материалов. 
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