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корни исходного многочлена, то необходимо 
разделить исходный многочлен на этот оста-
ток с целью выделения многочлена ( )f z , со-
держащего все корни исходного многочлена, 
кроме кососимметрических. В результате бу-
дет получен сам многочлен ( )f z . 

С помощью алгоритма Евклида (АЕ) эти 
многочлены необходимо разбить на произве-
дение «простых» многочленов, содержащих 
все корни исходных многочленов, имеющих 
одинаковую кратность и взятых по одному. 

Найти расположение корней «простых» 
многочленов, имеющих только кососиммет-
ричные корни относительно мнимой оси, с 
помощью квадрирования корней и теоремы 
Штурма, как это показано выше. 

Найти количество отрицательных и поло-
жительных действительных корней «про-
стых» многочленов, не имеющих кососим-
метричных корней, с помощью теоремы 
Штурма. 

Сопоставляя результаты, можно вычислить 
число комплексных корней многочлена ( )f z , 
лежащих в левой и правой полуплоскостях. 
Замечание 3. Для того, чтобы доказать аб-

солютную устойчивость исходного многочле-

на, достаточно показать, что все его корни 
лежат в левой полуплоскости Re 0z < . Для 
того, чтобы доказать устойчивость исходного 
многочлена, имеющего, кроме корней, лежа-
щих в левой полуплоскости, еще и чисто 
мнимые корни, достаточно показать, что эти 
корни не являются кратными. 
Выводы. Метод дает вычисление числа 

чисто мнимых корней. 
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Основатель современной теории устойчи-

вости А.М. Ляпунов неоднократно отмечал, 
что устойчивость движения нужно понимать в 
определенном смысле. И ясно, что распро-
странение представлений о ненаблюдаемости 
неустойчивых положений равновесия на по-
нятие об устойчивости движения можно де-
лать только с большой осторожностью. 

Важнейшим аспектом является рассмотре-
ние широкого класса уравнений динамики с 
достаточно простой структурой, так как 
именно структура уравнений определяет воз-
можность их инженерной реализации. 

Рассмотрим управляемую систему 
 

1 1( , , , , , , ), 1, ,s s n rx f x x u u t s n= =& K K K .        (1) 
 

* - автор, с которым следует вести переписку. 
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Считаем, что вектор управлений 

1( ,..., )rU u u=  принадлежит множеству век-
тор-функций G , которое называется множе-
ством допустимых управлений. Вектор фазо-
вых переменных 1( ,..., )nX x x=  принадлежит 

вещественному евклидову пространству nE , 

функции sf  обеспечивают существование и 
единственность решений системы (1). Задачи 
управления весьма разнообразны [1]. 

На практике применяются последователь-
ности случайных чисел, равномерно распре-
деленные на интервале (0, 1) или последова-
тельности целых чисел из множества 1,...,L , 
получаемые с помощью чисел из интервала 
(0, 1) по формуле 

 
[ ] 1N L= α + , 

 
где [ ]µ  – целая часть µ . 

При получении последовательности слу-
чайных чисел используются рекуррентные 
соотношения, позволяющие получать целые 
числа из множества 0,..., 1m − , где m  – число, 
обычно равное или на единицу большее, чем 
число, которое можно разместить в машин-
ном слове. Числа, равномерно распределен-
ные на интервале (0, 1), получают делением 
элементов полученной последовательности на 
число m . 

Наилучшие из известных программных ге-
нераторов случайных чисел (ПГСЧ) основаны 
на применении рекуррентного соотношения 

 

1 (mod )n nx ax c m+ = + ,                  (2) 
 

где 0 1, ,...x x  – целые числа из множества 
0,..., 1,m a−  – множитель, c  – слагаемое или 
приращение, m  – модуль сравнения. После-
довательность целых чисел 0 1 2, , ,...x x x , полу-
ченная с помощью соотношения (2), называ-
ется линейной конгруэнтной последователь-
ностью. Как было указано выше, случайные 
числа из интервала (0, 1) могут быть получе-
ны по формуле 

i
i

x
x

m
= . 

Можно рассматривать числовые последо-
вательности, связанные с линейной конгру-
энтной последовательностью и другими соот-
ношениями. Рассмотрим последовательность 
чисел 0 1, ,...y y  из интервала (0,2π ), связан-

ную с линейной конгруэнтной последователь-
ностью соотношением [2] 

2i
i

x
y

m
= π .                              (3) 

Свяжем последовательность 0 1, ,...y y  с по-
следовательностью значений некоторой ком-
плекснозначной функции ( )tϕ : 

 
( ) cos sin , 0,1,...i i it y i y iϕ = + = , 

 
где it i= . 

Исследуем вид функции ( )tϕ . Преобразу-
ем рекуррентное соотношение (2) с тем, что-
бы получить представление nX  в явном виде 

 

0

1
( ) (mod )n

n

c
X a x b c m

b b
= + + , 

или 

0

1
(mod )

1

n
n

n

a
X a x c m

a

−= +
−

, 

 
где 1b a= − . 

Операцию (mod )y x m=  аналитически 
можно выразить следующим образом: 

 
2

argexp( )
2

m
y i x

m

π=
π

. 

 
Рассмотрим комплекснозначную функцию 

действительного аргумента 

2 /
0

1
( ) ( ( ) )i m c
t e a bx c

b b
πϕ = + + − . 

 
Рассмотрим также связанную с ней дейст-

вительную функцию 
 

( ) arg ( )
2

m
f t t= ϕ

π
. 

 
Справедлива следующая 
Теорема 1. Значения функции ( )tϕ  в цело-

численных точках 0 10, 1,...t t= =  связаны с по-
следовательностью (3), полученной с помо-
щью линейной конгруэнтной последователь-
ности, следующим образом: 

 
( ) cos sini i it y i yϕ = + . 

 
Последовательность значений функции 

( )f t  в целочисленных точках 0,1,2,... совпа-
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дает с линейной конгруэнтной последова-
тельностью 0 1 2, , ,...x x x . 

Таким образом, построена в явном анали-
тическом виде функция, порождающая те же 
значения, что и линейная конгруэнтная по-
следовательность. Рассмотрим основные 
свойства этой функции. 

Определение 1. Функция ( )f t , заданная и 
непрерывная при ( , )t ∈ −∞ +∞ , называется ре-

куррентной, если для любого 0ε >  можно 
указать число 0Lε >  такое, что в каждом ин-

тервале ( , )Lεα α +  действительной оси 
( , )α∈ −∞ +∞  для любого действительного 

числа t  существует число tτ , удовлетворяю-
щее условию [3] 

 
| ( ) ( ) |tf t f t+ τ − < ε . 

 
Если число τ  можно при любом 0ε >  вы-

брать не зависящим от t , то ( )f t  является 
почти периодической функцией по Бору. 

Теорема 2. Если ( ) ff t R∈ , то функция 

( )f t  ограничена. 
Доказательство. Зададим 0ε > . Выберем 

Lε  в соответствии с определением 1. Поло-

жим 
[0, ]

sup | ( ) |
t L

c f t
ε∈

= . Тогда c < +∞  ввиду не-

прерывности функции ( )f t . Пусть t  – любое 
конечное действительное число. Выберем в 
интервале ( , )t t Lε− − +  число tτ  согласно оп-
ределению 1. Тогда будем иметь, с одной сто-
роны, [0, ]tt Lε+ τ ∈ , а с другой стороны, 

| ( ) ( ) |tf t f t+ τ − < ε . Отсюда найдем, что 
| ( ) |f t c< + ε , что и требовалось доказать. 

Теорема 3. Множество fR  есть полное 

пространство в смысле равномерной сходи-
мости на действительной оси. 

Доказательство. Пусть дана такая последо-
вательность функций ( )n ff t R∈ , что ( )nf t  

равномерно сходится к функции ( )f t  при 

( , )t ∈ −∞ +∞ . Покажем, что ( ) ff t R∈ . По чис-

лу / 3ε  в силу равномерной сходимости мож-
но указать такое 0n , что  

 

0
| ( ) ( ) | / 3 ( , )nf t f t t− < ε ∀ ∈ −∞ +∞  [4]. 

 
По определению 1 для числа / 3ε  можно 

указать такую величину Lε , что будет 

0 0
| ( ) ( ) | / 3n t nf t f t+ τ − < ε , где tτ  – некоторая 

величина из интервала ( , )Lεα α + , соответст-
вующая данному t . Оценим разность: 

 

0

0 0 0

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | .

t t n t

n n t n

f t f t f t f t

f t f t f t f t

+ τ − ≤ + τ − + τ +

+ − + + τ − < ε
 

 
Следовательно, , 3τ ε >  – почти периоды 

функции 
0
( )nf t  является ,τ ε  – почти перио-

дами функции ( )f t . Таким образом, 

( ) ,ff t R∈ , что и требовалось доказать. 

Определение 3. Функция ( )f t , заданная и 
непрерывная при ( , )t ∈ −∞ +∞ , называется ре-
куррентной в положительном направлении, 
если для каждого 0ε >  можно указать число 
Lε  такое, что в каждом интервале действи-

тельной оси ( , )Lεα α + , где 0( , )α ∈ α +∞ , для 
любого действительного числа существует 
число tτ , удовлетворяющее условию 

| ( ) ( ) |tf t f t+ τ − < ε . 
Подобное определение можно ввести для 

функций, рекуррентных в отрицательном на-
правлении. 

Теорема 4. Функция ( )tϕ  является рекур-
рентной в положительном направлении, 
функция ( )f t  является рекуррентной в поло-
жительном направлении [5]. 
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