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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ РАБОЧИХ ОРГАНОВ  
БЕТОНООТДЕЛОЧНИХ МАШИН С ПОВЕРХНОСТЬЮ СРЕД 

Рассмотрено моделирование процесса взаимодействия рабочих органов бетоноотделочных машин с поверхностью 
сред. Обеспечение заданного нормативными документами качества поверхностей бетонных изделий наиболее эффек-
тивно достигается за счет дополнительного вибрационного воздействия рабочего органа на обрабатываемую среду. 
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Обеспечение заданного нормативными до-

кументами качества обработки поверхностей бе-
тонных изделий наиболее эффективно достигается 
за счет дополнительного вибрационного воздейст-
вия рабочего органа на обрабатываемую среду. 
Однако жесткость бетонных смесей изменяется 
в довольно широких пределах в зависимости 
от назначения и типа формуемых бетонных изде-
лий, а также непосредственно в ходе технологиче-

ского процесса обработки поверхности, что 
порождает значительные затруднения при назна-
чении рациональных значений параметров режима 
работы вибрационных рабочих органов. Все вы-
шесказанное вызывает необходимость моделиро-
вания и изучения динамики взаимодействия 
дисковых вибрационных рабочих органов с обра-
батываемой бетонной поверхностью. Ниже пред-
ставлены модели жесткой бетонной смеси (рис. 1). 
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Рис. 1. Динамические модели:  
а – трехэлементная модель упруговязкого тела (обозначение → H – (HN);  

б – модель Кельвина–Фойгта (обозначение → HN); в – модель Максвелла (обозначение → H – N) 

 
Все перемещения точек среды считаются ма-

лыми векторами, зависящими от первоначальных 
(в недеформированном состоянии) положений 
точек, т.е. функциями вида 

( ) ( )ruuu == zyx ,, . 

Следующие уравнения являются общими для 
всех деформируемых тел: 
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Первое из уравнений – это уравнение второго 
закона Ньютона применительно к бесконечно ма-
лому кубику, где fl – интенсивность l-й состав-
ляющей объёмной силы; ρ – плотность среды. 

Вторая группа уравнений связывает дефор-
мации и перемещения. 

Связь между деформациями и напряжениями 
определяется конкретными свойствами среды 
и задаётся определяющими уравнениями. В случае 
упругой среды это закон Гука: 








 θ
µ−

µ+= Eετ
21

2G .  (2) 

В данном уравнении G – модуль сдвига;  
µ – коэффициент Пуассона; zzyyxx ε+ε+ε=θ  – 

относительное изменение объёма; E – единичный 
тензор. При растяжении вдоль оси x напряжением 

* - автор, с которым следует вести переписку 
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xxx σ=τ  имеем Exxx /σ=ε ; xxzzyy µε−=ε=ε , 

причём ( )µ+= 1
2GE  – модуль Юнга.  

Закон Гука перепишем в форме  
 

GeSGKKzzyyxx 2);1/()1(2; =µ−µ+=θ=τ+τ+τ ;

.
3

1
;)(

3

1
EeES zzyyxx θ−ε≡τ+τ+τ−τ≡  (3) 

Здесь величина K называется объёмным мо-
дулем, тензоры  
S и e – девиаторами. Известно, что определяющие 
уравнения для большинства неупругих сред запи-
сывают точно так же, за исключением соотноше-
ний, связывающих девиаторы. Изменяется лишь 
последнее уравнение в первой строке (3). 

В случае линейной вязкоупругой среды связь 
между девиаторами становится дифференциаль-
ной. Например, в среде Кельвина–Фойгта 

eeS &η+= 22G , 

где η – вязкость.  
Такая среда – деформируемое твёрдое тело, 

жёсткость которого растет со скоростью деформа-
ции. Среда Максвелла – это жидкость, текущая 
при любой нагрузке. В ней связь девиаторов имеет 
вид 

SSe
η

+=
2
1

2
1 &&

G
. 

Более общей является модель «стандартного 

материала»: ( )e2 +=+ ετ eSS && TGT , которая включа-

ет две постоянные времени – релаксации τT  и пол-

зучести εT . При 0→τT  стандартный материал 
превращается в среду Кельвина–Фойгта; при 

∞→εT  и 0→G  – в материал Максвелла. 
В моделях пластического тела связь напря-

жений и деформаций нелинейная, и здесь такие 
модели не рассматриваются. 

В классической теории упругости решены 
многие задачи, касающиеся поведения упругого 
материала в тех или иных условиях. Их результа-
ты применяются для решения задач, связанных 
с линейными вязкоупругими материалами. С этой 
целью воспользуемся принципом соответствия. 

Запишем связь между девиаторами для стан-
дартного вязкоупругого материала в преобразова-
ниях Лапласа. В случае стандартного материала 
при нулевых начальных условиях  

( ) ( )s
sT

sT
Gs eS

τ

ε

+
+=

1

1
2 , 

где ( )sS  и ( )se  – изображения девиаторов по Лап-
ласу.  

Функцию 
τ

ε

+
+=

sT

sT
GG

1

1
2€  здесь можно рас-

сматривать как операторный модуль сдвига. Реко-
мендуется показать, что для изображений по 

Лапласу сохраняются все соотношения классиче-
ской теории упругости, если заменить модуль 

сдвига G  изображением G€.  
В этом и состоит принцип соответствия, при-

чем объёмный модуль K  в данном случае не ме-

няется, а для величин µ€ и E€ получаем: 

 
)€(2

€2€
GK

GK

+
−=µ , 

GK

GK
E

€

€3€
+

= . (4) 

Если параметр преобразования Лапласа s за-
менить на ωi , получим уравнения метода ком-
плексных амплитуд, применимых в случае 
гармонического (т.е. по синусоидальному закону) 
деформирования.  

В случае материала Кельвина–Фойгта 

( )ε+= sTGG 12€ , а в случае материала Максвелла 

ε

ε

+
=

sT

sT
G

1
€ . Здесь GT η=ε . Формулы (4) при 

этом не меняются. 
Ниже представлены аналитические решения 

ряда задач, непосредственно связанных с техноло-
гическим процессом обработки поверхностей  
свежеуложенных бетонов дисковыми заглажи-
вающими машинами. 

Давление диска на полупространство. Рас-
смотрим полупространство 0≥z . На границе 

0=z  касательные напряжения τxz и τyz равны ме-

жду собой и равны 0, а в круге 2222 aryx ≤=+  

приложено нормальное давление zp σ−=  такое, 

что перемещение const== wu z . 
Суммарная сила, приложенная к диску, 

и давление под ним связаны с перемещением w 
соотношениями 

w
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drrrpF
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2
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F
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Заметим, что на краю диска ( ar → ) давле-
ние неограниченно растёт.  

В случае вязкоупругого полупространства 
при гармоническом деформировании следует, со-

гласно принципу соответствия, принять tieFF ω= ~
, 

tieww ω= ~ . Соотношение между комплексными 

амплитудами будет иметь вид w
aE

F
k

k ~
1

2~
2µ−

= , 

где kE  и kµ  получаются из E€ и µ€ заменой опе-

ратора s на ωi . Разумеется, это соотношение 
справедливо лишь при достаточно низких часто-
тах, когда силами инерции среды можно пренеб-
речь. На рис. 2 и 3 приведены модуль и аргумент 
амплитудно-фазовой характеристики  

( )GiwiFiD )(~)(
~

)( ωω=ω . 
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Рис. 2. Модуль амплитудно-фазовой характеристики:  

)(ωD  – трехэлементный упруговязкий материал; )(1 ωD  – материал Кельвина–Фойгта; )(2 ωD  – материал Максвелла 
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Рис. 3. Аргумент амплитудно-фазовой характеристики:  
)(ωϕ  – трехэлементный упруговязкий материал; )(1 ωϕ  – материал Кельвина–Фойгта; )(2 ωϕ  – материал Максвелла 

 
С помощью принципа соответствия можно 

найти установившееся решение в случае приложе-
ния к диску усилия в начальный момент времени. 
Как и следует ожидать, в случае материала Кель-
вина–Фойгта и стандартного материала решение 
будет таким же, как и в случае упругого материа-
ла, а в случае материала Максвелла штамп утонет: 
перемещение растёт пропорционально времени 
при ∞→t . 

Динамическая одномерная задача. Непо-
средственно под жёстким диском перемещение 
можно считать направленным по оси z и не зави-
сящим от х и у: ku ),( tzu= . Тогда из уравнений 
(1), (2), (3) получим 

uz
&&ρ=σ′ , uGz ′

µ−
µ−=σ
21

1
2 , 

 откуда    uuc &&=′′2 ,            (5) 

В полученном волновом уравнении 

µ−
µ−⋅

ρ
≅

21
122 G

c .  

Волновое уравнение (5) будем решать опера-
торным методом. При нулевых начальных услови-
ях уравнение запишем в форме  

usuc €€ 22 =′′ . 

Решая уравнение (5), получаем  

 cszcszcsz euBeAeu −− =+= 0
€€ . (6) 

Здесь учтены граничное условие 
)(),( 00 tutzu z ==  и ограниченность решения при 

∞→z . В упругом материале c – это вещественная 
положительная скорость распространения про-
дольных волн, так что обратное преобразование 
Лапласа дает  
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≥−
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.z при)(

;z при0
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0 ctcztu

ct
tzu

p
 (7) 

Решение (6) сохраняет силу и в случае вязко-
упругого материала, если величины G  и µ  заме-

нить соответственно на )(€ ω= iGGk  и )(€ ωµ=µ ik , 

а оператор s в (5) заменить на ωi . При этом вели-

чина с окажется комплексной: 
k

kkG
c

µ−
µ−⋅

ρ
=

21

12
. 

Вещественная часть множителя )exp( cziω−  
представляет собой амплитудно-частотную харак-
теристику, т.е. показывает, какую часть амплиту-
ды кинематического воздействия составляет 
амплитуда перемещений среды на глубине z 
при частоте ω. На рис. 4 приведены амплитудно-

частотные характеристики для различных мате-
риалов. Из рисунка видно, что в случае упругого 
материала амплитудно-частотная характеристика 
тождественно равна единице, т.е. амплитуда коле-
баний при любой частоте остаётся равна амплиту-
де кинематического возбуждения, что следует 
из уравнения (7). Во всех остальных случаях ам-
плитуда колебаний с частотой убывает. На рис. 5 
приведены амплитуды перемещений при единич-
ном кинематическом возбуждении на поверхности  
в различных средах в зависимости от глубины. 
Видно, что в случае упругого материала амплиту-
да от глубины не зависит и всюду равна единице. 
Во всех остальных случаях амплитуда убывает 
с глубиной вследствие затухания.  

Во всех графиках принято z = 0,2. 
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Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики  
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Рис. 5. Относительная амплитуда перемещений в материале в зависимости от глубины при 10=ω  с–1: 

),(0 ωzDD  – упругий материал, подчиняющийся закону Гука; ),( ωzDD  – трехэлементный упруговязкий материал;  

),(1 ωzDD  – материал Кельвина–Фойгта; ),(2 ωzDD  – материал Максвелла 



Проблемы  механики и машиноведения 

27 
 

 
Вращающийся диск на границе полупро-

странства. Снова рассмотрим известное решение 
задачи в случае упругой среды. Запишем уравне-
ния (1)–(3) с использованием оператора ∇ . 

В этом случае уравнения примут вид 
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Оператор ∇  в декартовой системе координат 
записываем в форме 

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ kji . 

Воспользуемся цилиндрической системой 
координат с ортами kee ,, ϕr . В этой системе ко-

ординат 
zrr ∂

∂+
ϕ∂
∂+

∂
∂=∇ ϕ kee . Считая, что пе-

ремещение ϕ= eu ),( zru , находим 
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∂=∇ keeeeeu

z

u
u

rr

u
rr )(

1
. Следовательно, 
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откуда 
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Согласно закону Гука 
( ) ( )ϕϕϕϕϕϕ +τ++τ= kekeeeeeτ zrrr , причём 

ϕϕ ε=τ rr G2 ; zz G ϕϕ ε=τ 2 .  

Находим 
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Точками в уравнении заменены слагаемые, 
обращающиеся в нуль при скалярном умножении. 

В условиях равновесия при отсутствии объ-
ёмных сил первое из уравнений (8) даёт 0=τ⋅∇  
или  

0
1 2

22

2

=
∂
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Найдем частные решения этого уравнения 
методом разделения переменных: 

)()(),( zZrRzru = , 

)()()()(
1

)()(
1

)()(
2

zZrRzZrR
r

zZrR
r

zZrR ′′−=−′+′′

. 

Поделим обе части уравнения на )()( zZrR : 

)()()()(
1

)(
1

)( 2 zZzZrRrR
r

rR
r

rR ′′−=






 −′+′′ . 

Правая часть уравнения не зависит от z , 
а левая – от r . Поэтому обе они равны постоянной 

величине, обозначаемой 2λ . 

В результате имеем два обыкновенных диф-
ференциальных уравнения: 

0
11
2

2 =






 −λ+′+′′ R
r

R
r

R ; 02 =λ−′′ ZZ . 

Решения этих уравнений известны [2]: 
zz eAeAZ λλ− += 21 ; )()( 1211 rYBrJBR λ+λ= , 

где )(1 rJ λ  и )(1 rY λ  – функции Бесселя, при-

чём )(1 rY λ  неограниченно растёт при 0→r . 

Если λ > 0, то из условия ограниченности 
решения при ∞→z  интервал >> 02 =A , а при 

0→r  интервал >> 02 =B . Общее решение урав-
нения (8) находим как суперпозицию частных ре-
шений:  

 λλ= ∫
∞

λ− deAzru z

0

)(),( .  (9) 

Функцию )(λA  ищем по граничным услови-

ям при 0=z , считая заданным касательное на-
пряжение )(rz τ−=τ ϕ . Для )(λA  получим 

уравнение  

 )()()(2
0

1 rdrJAG τ=λλλλ∫
∞

. (10) 

Соотношение (10) представляет собой пре-
образование Ханкеля, для которого известно об-
ратное преобразование [2]: 

 rdrrJrGA ∫
∞

λτλ
0

1 )()()(2 . (11) 

Поскольку нагружен лишь круг радиуса a , 
т. е. 0)( =τ r  при r > a , то интегрирование в (11) 

ведётся от 0 до a. Если считать )(rτ  вызванным 
силами трения скольжения при нормальном дав-
лении, то получим уравнение 
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222
)()(

raa

kF
rkpr

−π
==τ , 

где k  – коэффициент трения.  
В результате решение в перемещениях имеет 

вид (9), причём dr
ra

r
rJ

Ga

kF
A

a

∫
−

λ
π

=λ
0

22
1 )(

4
)( . 

Интеграл 

 )()(
0

22
1 λ≅

−
λ∫ Vdr

ra

r
rJ

a

, (12) 

представляет собой гипергеометрическую функ-
цию, график которой приведен на рис. 6. 

Перемещение с учётом обозначения (12) за-
писываем в форме 

 λλλ
π

= ∫
∞

λ− drJeV
Ga

kF
zru z

0
1 )()(

4
),( . (13) 

График функции λλλ= ∫
∞

λ− drJeVzrU z

0
1 )()(),(  

представлен на рис. 7. 
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Рис. 6. График функции )(λV  при a = 1 
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Рис. 7. График функции U(r, z) 

 
График зависимости интеграла 

λλρλ=ρ ∫
∞

λ− dJeVzU z

0
1 )()(),(  от параметра ρ пред-

ставляет собой отношение расстояния от текущей 

точки до оси штампа к радиусу штампа ar=ρ  

на глубине z = 0,2 м от поверхности материала. 
Пользуясь принципом соответствия, можно 

найти установившееся решение при внезапно при-
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ложенной нагрузке в случае вязкоупругого мате-
риала. При этом в формуле (13) вместо модуля 

сдвига G  следует подставить функцию )(€ sG , 

а вместо постоянной силы F  – функцию sF . 

Тогда  

 

),(
)(€4

lim

),(
)(€4

lim),,(lim

0

0

zrU
asG

kF

zrU
asG

sFk
stzru

s

st

π
=

=
π

=

→

→∞→

.    (14) 

Можно увидеть, что в случае трехэлементно-
го упруговязкого материала, а также материала 

Кельвина–Фойгта GsG
s

=
→

)(€lim
0

 и потому резуль-

тат в точности совпадёт с решением (14), а в слу-

чае материала Максвелла 0)(€lim
0

=
→

sG
s

 и 

выражение (14) не имеет конечного предела. 
На самом деле перемещение при этом неограни-
ченно растёт со временем.  

По результатам проведенных исследований 
можно сделать следующие выводы: 

1. Разработаны динамические модели про-
цесса взаимодействия дискового вибрационного 
рабочего органа с поверхностью бетонной смеси. 
В ходе исследования рассматривались бетонные 
смеси различных структурно-реологических 
свойств: 

● умеренно жесткая бетонная смесь с показа-
телем жесткости Ж1 (жесткостью = 5…10 с) → 
трехэлементная модель упругопластичного тела 
(обозначение → NStV); 

● особо жесткая бетонная смесь с показате-
лем жесткости Ж4 (жесткость более 31 с) → опи-
сывается тремя моделями: трехэлементной 
моделью упруговязкого тела (обозначение →  
H – (HN); моделью Кельвина–Фойгта (обозначе-
ние → HN) и моделью Максвелла (обозначение 
→ H – N). 

2. Из приведенных результатов математиче-
ского моделирования следует, что в моделях  
(H – (HN)) и (HN) погружение ограничено 
и достаточно быстро стабилизируется.  

3. Для умеренно жестких бетонных смесей 
определены зона устойчивости и соответствую-
щие предельные значения критерия интенсивно-

сти вибрации И = А2ω3, лежащие в диапазоне от 10 
до 15 м2/с3 и препятствующие вибрационному по-
гружению самоходных заглаживающих машин. 

4. В особо жестких бетонных смесях с высо-
кими значениями структурной вязкости резонанс-
ные явления отсутствуют и амплитуда колебаний 
в бетонной смеси достаточно быстро затухает. 
Следовательно, в этих условиях возможно приме-
нение самоходных заглаживающих машин для 
обработки свежеуложенных бетонных поверхно-
стей с соблюдением необходимой шероховатости. 

5. Волнообразование на поверхности бетон-
ной смеси с показателем жесткости Ж4 в резуль-
тате вращения дискового рабочего органа также 
достаточно быстро затухает, что указывает на це-
лесообразность применения вибрационных диско-
вых рабочих органов. 
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