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Исследована динамика технологических машин с зазором. Получены динамические и математические модели механических 

систем с зазором при линейном и угловом перемещении масс этой системы. Математические модели рассмотрены при двух 

граничных условиях: при амплитуде колебаний меньше зазора в механической системе и при амплитуде колебаний больше зазора 

в системе. Повышенные зазоры в конструкциях технологических машин возникают, как правило, из-за различных видов износа. 

Динамика механической системы при зазорах больших амплитуды колебаний элементов этой системы существенно изменя-

ется по сравнению с системами, у которых амплитуда колебаний не превышает величину зазора. На практике определить 

причину возникновения повышенной вибрации технологической машины из-за повышенных зазоров затруднительно. Нередко 

специалисты служб технической диагностики предприятий не могут идентифицировать этот дефект. Проведены теорети-

ческие исследования математических моделей механических систем с зазорами и выполнена их экспериментальная проверка на 

действующем технологическом оборудовании в производственных условиях. Определены диагностические признаки повышен-

ного зазора в технологических машинах. При повышенных зазорах в спектре вибрации машин появляются пики частот свобод-

ных колебаний узлов и деталей. При этом амплитуда вынужденных колебаний машины также возрастает. Предложенная ме-

тодика вибрационного диагностирования повышенных зазоров в технологических машинах может быть использована на пред-

приятиях горной, металлургической и деревоперерабатывающей промышленности.    
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The dynamics of technological machines with clearances have been studied. Dynamic and mathematical models of mechanical systems 

with clearances during linear and angular displacement of the masses in these systems have been obtained. The mathematical models are 

examined under two boundary conditions: when the vibration amplitude is less than the clearance in the mechanical system, and when the 

vibration amplitude exceeds the clearance in the system. Increased clearances in the structures of technological machines typically arise 

due to various types of wear. The dynamics of a mechanical system with clearances greater than the vibration amplitude of its elements 

changes significantly compared to systems where the vibration amplitude does not exceed the clearance magnitude. In practice, it is 

difficult to determine the cause of increased vibration in a technological machine due to excessive clearances. Specialists in technical 

diagnostics departments at enterprises often cannot identify this defect. Theoretical studies of mathematical models of mechanical systems 

with clearances have been conducted, and experimental verification has been carried out on operational technological equipment under 

production conditions. Diagnostic indicators of increased clearances in technological machines have been identified. With increased 

clearances, peaks of natural frequencies of components and parts appear in the machine’s vibration spectrum. Moreover, the amplitude 

of forced vibrations of the machine also increases. The proposed method for vibration diagnostics of increased clearances in technological 

machines can be used in the mining, metallurgical, and woodworking industries. 
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Введение. В технологических машинах (бумагоде-

лательные машины, прокатные станы, продольно-реза- 

тельные станки и др.) используются детали и узлы, 

между которыми есть зазоры. В процессе эксплуатации 

происходит износ деталей и узлов машин, что приводит 

к изменению зазоров между ними. Изменение зазоров 

приводит к снижению точности машины и увеличению 

динамических нагрузок и к повышенной вибрации [1]. 

В настоящее время для идентификации дефектов техно-

логических машин применяются методы и средства 
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виброакустической диагностики. На практике опреде-

лить причину возникновения повышенной вибрации из-

за повышенных зазоров затруднительно.  

Динамика машин с зазорами – это область исследо-

ваний, изучающая влияние зазоров в соединениях меха-

низмов на динамические процессы. Наличие зазоров 

в технологических машинах приводит к изменению ха-

рактера динамических процессов. Механическая си-

стема, имеющая зазоры, нелинейная. Теоретическое ис-

следование колебаний такой системы гораздо сложнее по 

сравнению с исследованием системы без зазоров. В ста-

тье рассматриваются свободные и вынужденные коле-

бания при наличии зазоров в механических системах,  

а также методы вибрационной диагностики повышен-

ных зазоров. 
Впервые крупномасштабные исследования задачи 

динамики механических систем с зазорами выполнены 

в работе [2]. В публикации [3] рассмотрены подобные 

исследования узлов, работа которых невозможна без за-

зоров. В статьях [2–4] исследована динамика криво-

шипно-шатунного механизма с зазорами в шарнирах.  

В настоящее время разработаны методы расчёта узлов 

машин с учётом нелинейности свойств зазоров [4]. Этой 

проблемой также занимаются за рубежом [6, 7]. В об-

зорной статье [8] приведено более 100 источников по 

динамике машин и узлов с зазорами. Эксперименталь-

ные и теоретические исследования влияния зазоров в уз-

лах машин на их динамику продолжаются [9–14]. 

Цель статьи – исследование особенностей динамики 

технологических машин с зазорами и разработка диагно-

стических признаков повышенных зазоров в конструк-

ции машины методами вибрационной диагностики. 

Объект и методы исследований. Зазор можно рас-

сматривать как ограничение в уравнениях динамики ме-

ханической системы с зазором. При этом в пределах за-

зора детали и узлы машины имеют смещение относи-

тельно друг друга на величину, которая зависит от по-

садки, технологии изготовления и износа сопрягаемых 

деталей. Динамика машин описывается уравнениями 

движения по шести обобщённым координатам. При ис-

следованиях в зависимости от конструкции технологи-

ческой машины или её узла может быть меньше шести 

степеней свободы. Оси координат машины, как правило, 

связывают с её кинематической схемой и рассматри-

вают в зависимости от особенностей конструкции [15]. 

При этом направляющие и шарниры рассматривают как 

совокупность базирующих поверхностей, образующих 

опорную, направляющую, установочную базы [16]. По-

этому перемещения элементов машины возможны 

только в пределах зазора в направляющих или шарни-

рах. Помимо зазоров ограничения касаются деформаций 

деталей, которые определяются по напряжениям в эле-

ментах механической системы.  

Наличие зазоров приводит к появлению дополни-

тельных степеней свободы. Это характеризуется сохра-

нением контакта и свободным перемещением деталей  

в поле зазора в каждом сопряжении. 

Для исследования динамики механических систем  

с зазорами можно предложить следующий алгоритм ис-

следований: кинематический и динамический анализ 

машины; составление уравнений, описывающих колеба-

ния машины и её узлов. Причём исследования прово-

дятся при двух краевых условиях: при амплитуде коле-

баний элементов машины, не превышающих и превы-

шающих величину зазора в направляющих и шарнирах; 

анализе полученных уравнений и разработке рекомен-

даций. 

Рассмотрим два наиболее часто встречающихся на 

практике случая – механическую систему с зазором 

с линейным и угловым перемещением масс. 

1. Система с зазором с линейным перемещением 

масс. Динамическая модель механической системы с за-

зором с линейным перемещением масс представлена на 

рис. 1, где: s(t) – зазор между приведёнными мас-

сами m, m∗; b, b∗, c, c∗ – соответственно коэффици-

енты демпфирования и жёсткости масс; mp, e, ω – соот-

ветственно масса, эксцентриситет и угловая скорость 

вращения ротора. 
 

 
 

Рис. 1. Динамическая модель системы с зазором при линейном 

перемещении масс  

 

Для исследования этой модели используем метод 

расчленения сложной динамической системы на парци-

альные подсистемы [17]. Из условия равновесия масс 

этой парциальной системы составляются дифференци-

альные уравнения и определяются её динамические ха-

рактеристики. Из-за центробежных сил вращающегося 

ротора система совершает пространственные колебания. 

Для упрощения математической модели исследуем ко-

лебания только в горизонтальном направлении вдоль 

оси X.  

Исследование колебаний этой динамической си-

стемы рассматриваем в линейной постановке, упруго-

вязкие связи в зазоре между двумя массами отсут-

ствуют. Частота вращения ротора принимается постоян-

ной. Из условия равенства сил, действующих на двух-

массную модель, получены дифференциальные уравне-

ния, описывающие колебания системы.  

При амплитуде колебаний x < s 
 

mẍ + bẋ + cx = Fu                           (1) 
 

Fu = mpeω2 sin ω t.                           (2) 
 

При амплитуде колебаний x ≥ s 
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(m + m∗)ẍ + (b + b∗)ẋ + (c + c∗)x = 

                                    = Fu + c∗s(t) + b∗s(t).                      (3) 
 

Введём обозначения 
 

ω0 = √
c

m
, ε0 =

b

2mω0
, ωc1 = √

c

m+m∗, 

εc1 =
b

2(m+m∗)ωc1
, ωc2 = √

c∗

m+m∗, 

εc2 =
b∗

2(m+m∗)ωc2
. 

 

Введём безразмерные переменные по времени 
 

τ0 = ω0t, 
τc = ωc1t, 

ρc
∗ =

ωc2

ωc1
. 

 

После подстановки принятых обозначений и безраз-

мерных переменных в уравнения (1) и (3) получим  
 

при x < 𝑠 

ẍ(τ0) + 2ε0ẋ(τ0) + x(τ0) = ρ0
2Fu sin(ρ0τ0),     (4) 

 

при x ≥ s 

ẍ(τс) + 2(εс1 + εс2ρc
∗)ẋ(τс) + (1 + ρc

∗2)x(τс) =

ρс
2 Fusin(ρсτс) + 2εc2ρc

∗ṡ(τс) + ρc
∗2s(τc).     (5) 

 

Собственные частоты колебаний системы можно 

определить из однородных дифференциальных уравне-

ний (4) и (5). Не учитывая неупругие сопротивления  

в системе, можно найти частные решения уравнений (4) 

и (5) в виде 
 

ϑn = Axn sin ( ω0 t),                                   (6) 
 

где ω0 – собственная частота колебаний системы. 

 

Подставив решение (6) в полученные дифференци-

альные уравнения (4) и (5), получим однородные алгеб-

раические уравнения. Приравняв главный определитель 

системы уравнений нулю, находим собственные ча-

стоты колебаний этой механической системы. 

Вынужденные колебания рассматриваемой системы 

можно найти из частного решения системы однородных 

дифференциальных уравнений (4) и (5) в следующем 

виде 
 

x = 𝐴 sin ( ω t) + 𝐵 cos ( ω t),               (7) 
 

𝑠 = 𝐶 sin ( ω t) + 𝐷 cos ( ω t).                  (8) 
 

Решение системы уравнений (4) и (5) относительно 

А, В, С и 𝐷 при краевых условиях  
 

cos ( ω t) = 0 sin ( ω t) = 1 

и 

cos ( ω t) = 1, sin ( ω t) = 0 
 

приводит к системе уравнений: 

при x < s 

−𝐴ω2 − 2ω𝐵(
𝑐1

+ 
𝑐2

𝜌𝑐
∗) + А(1 + ρc

∗2) =

= ρс
2𝑚𝑝𝑒ω2 − 2Dεc2ρc

∗ω + ρc
∗2𝐶;

−𝐴ω2 − 2
0

ω𝐵 + 𝐴 = 

= ρ0
2𝑚𝑝𝑒ω2;

−𝐵ω2 + 2А(
𝑐1

+ 
𝑐2

𝜌𝑐
∗)ω + (1 + ρc

∗2)𝐵 =

=  2εc2ρc
∗𝐶ω + ρc

∗2𝐷;

−𝐵ω2 + 2
0

ω𝐴 + 𝐵 = 0.

 

При x ≥ s 

 

𝐴 (ω2(1 + ρc
∗2)) − 𝐵2ω(

𝑐1
+ 

𝑐2
𝜌𝑐

∗) + Сρc
∗2 +

+2Dεc2ρc
∗ω = ρс

2𝑚𝑝𝑒ω2;

А(1 − ω2) − 2
0

ω𝐵 = ρ0
2𝑚𝑝𝑒ω2;

2А(
𝑐1

+ 
𝑐2

𝜌𝑐
∗)ω − 𝐵 (ω2 + (1 + ρc

∗2)) −

−С 2εc2ρc
∗ω − 𝐷ρc

∗2 = 0;

2
0

ω𝐴 − 𝐵(ω2 + 1) = 0.

 

 

Решение этих уравнений относительно А, В, С и D 

позволяет определить амплитуды виброперемещений 

масс и колебаний зазора динамической системы по фор-

мулам 
 

𝑥 = [𝐴2 + 𝐵2]1/2; 

𝑠 = [𝐶2 + 𝐷2]1/2. 
 

На основании полученной математической модели 

разработана методика динамического расчёта системы  

с зазором при линейном перемещении масс.  

2. Система с зазором при угловом перемещении 

масс. Динамическая модель механической системы с за-

зором при угловом перемещении масс представлена на 

рис. 2, где m1 – масса рычага вала; 𝑆1 – зазор в шарнире 

ротора; 𝑆2 – зазор в подшипниках рычага; 𝑔 – ускорение 

свободного падения; m2, e, ω – соответственно масса, 

эксцентриситет и угловая скорость ротора. 

Допущения при рассмотрении этой модели такие же, 

как в первом случае при линейном перемещении масс. 

Колебания этой механической системы описыва-

ются уравнением Лагранжа 
 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝑖̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑖
+

𝜕𝑉

𝜕𝑖
= 𝑄𝑖 , 𝑖 = 1,2,                (9) 

 

где T – кинетическая энергия системы; V – потенциаль-

ная энергия системы; 𝑄𝑖  – обобщение силы системы; 𝑖– 

угловое смещение системы. 

 

Кинетическая энергия системы может быть записана 

как 
 

𝑇 =
1

2
𝑚1𝜐1

2 +
1

2
𝑚2𝜐2

2,                         (10) 
 

где 𝜐1, 𝜐2 – скорости масс m1и m2. 
 

𝜐1
2 = 𝑆1̇

2
𝜃1̇

2
                                      (11) 

 

υ2
2 = S1

2θ1̇
2

+ S2
2θ2̇

2
+ 2S1S2θ1̇θ2̇(cos θ1 cos θ2 +

+ sin θ1 sin θ2).                                                                

(12) 
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Рис. 2. Динамическая модель системы с зазором при угловом 

перемещении масс 
 

Потенциальная энергия системы 
 

𝑉 = 𝑚1𝑔𝑆1(1 − cos 𝜃1) + 𝑚2𝑔[𝑆1(1 − cos 𝜃1) +
+𝑆2(1 − cos 𝜃2)].                     (13) 

 

Подставим уравнения (10) и (13) в уравнение Ла-

гранжа (9). После решения и упрощения полученного 

уравнения без учёта рассеивания колебаний получим 

систему уравнений 
 

|
(𝑚1 + 𝑚2)𝑆1

2 𝑚2𝑆1𝑆2

𝑚2𝑆1𝑆2 𝑚2𝑆2
2 | ∙ |

𝜃1̈

𝜃2̈

| +

+ |
(𝑚1 + 𝑚2)𝑔𝑆1 0

0 𝑚2𝑔𝑆2
| ∙ |

𝜃1

𝜃2
|=|

𝑚2𝑒ω2 sin ω𝑡

𝑚2𝑒ω2 𝑐𝑜𝑠 ω𝑡
|.  (14) 

 

Алгоритм решения этих уравнений такой же, как  

и в случае системы с зазором с линейным перемеще-

нием масс. На основании полученной математической 

модели разработана методика динамического расчёта 

системы с зазором при угловом перемещении масс.  

Результаты и дискуссия. Проведены исследования 

математической модели системы с зазором при линей-

ном перемещении масс. Получены спектры вибрации 

модели при зазоре меньшем и большем амплитуды виб-

роперемещений. Результаты исследований представ-

лены на рис. 3, а и 3, б.  

При зазоре меньшем амплитуды виброперемещений 

механической системы на спектре вибрации прослежи-

вается один пик с центральной частотой ω0. А при за-

зоре большем амплитуды виброперемещений системы 

на спектре вибрации прослеживаются два пика с цен-

тральными частотами ωc1, ωc2. 
Как видно из полученных математических моделей 

и спектров колебаний динамика механической системы 

существенно изменяется. Диагностировать повышен-

ный зазор в системе можно по появлению в спектре пи-

ков с частотами ωc1,ωc2. 
На практике повышенная вибрация технологиче-

ского оборудования, вызванная повышенными зазорами 

в элементах конструкции, довольно часто встречается 

[18, 19]. Например, при эксплуатации продольно-реза-

тельного станка на АО «Соликамскбумпром» появилась 

повышенная вибрация станка. Среднее квадратическое 

значение виброскорости станка достигало 8 мм/с, что 

превышает допускаемые нормы по ГОСТ 26493-85 [20]. 

Спектр вибрации этого станка представлен на рис. 4. 

 
 

а) 

 

 
 

б) 
 

Рис. 3. Спектры собственных частот колебаний модели при за-

зоре меньшем (а) и большем (б) амплитуды виброперемеще-

ний масс механической системы 

 

 
 

Рис. 4. Спектр вибрации продольно-резательного станка  

на АО «Соликамскбумпром» при повышенном зазоре (около  

2 мм) в линейных направляющих прижимного вала 

 

Пики частот на спектре соответствуют частотам вра-

щения прижимного вала ω и частотам ωc1 и ωc2 свобод-

ных колебаний узлов станка. 

Так как максимальная амплитуда вибрации нахо-

дится на оборотной частоте прижимного вала станка, 

специалистами службы технической диагностики пред-

приятия был сделан вывод о разбалансировке этого вала.  

Однако после динамической балансировки прижимного 

вала на балансировочном станке амплитуда вибрации 

станка существенно не изменилась. 
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В ходе дальнейшего экспериментального исследова-
ния продольно-резательного станка был обнаружен по-
вышенный зазор (около 2 мм) в линейных направляю-
щих прижимного вала. После уменьшения этого зазора 
до 0,3 мм динамика станка существенно изменилась. Па-
раметры вибрации снизились до допускаемых норм [20]. 
Спектр вибрации станка после уменьшения зазора в ли-
нейных направляющих прижимного вала представлен на 
рис. 5. Пики на спектре соответствуют частоте вращения 
прижимного вала ω и частоте ω0 свободных колебаний 
станка. 

 

 
 

Рис. 5. Спектр вибрации продольно-резательного станка  
на АО «Соликамскбумпром» при уменьшенном зазоре (около  
0,3 мм) в линейных направляющих прижимного вала   

 

Другой пример – вибрация третьего пресса бумагоде-
лательной машины № 4 АО «Соликамскбумпром». При 
эксплуатации этого пресса возникала повышенная виб-
рация. Среднее квадратическое значение виброскорости 
пресса достигало 13 мм/с, что значительно превышает 
допускаемые нормы по ГОСТ 26493-85 [20]. Спектр виб-
рации этого пресса представлен на рис. 6. Пики частот 
на спектре соответствуют частотам вращения гранит-
ного вала ω и частотам ωc1 и ωc2 свободных колебаний 
узлов пресса. 

 
Рис. 6. Спектр вибрации третьего пресса бумагоделательной 
машины № 4 на АО «Соликамскбумпром» при повышенном 
зазоре (около 1,5 мм) в шарнирах рычагов гранитного вала   

После уменьшения этого зазора в шарнирах гранит-

ного вала до 0,15 мм динамика пресса существенно из-

менилась. Параметры вибрации снизились до допускае-

мых норм [20], спектр вибрации станка после уменьше-

ния зазора в шарнирах прижимного вала представлен на 

рис. 7. Пик частоты на спектре соответствует частоте 

вращения гранитного вала ω и частоте ω0 свободных ко-

лебаний пресса. 

 
 

Рис. 7. Спектр вибрации третьего пресса бумагоделательной 

машины № 4 на АО «Соликамскбумпром» при уменьшенном 

зазоре (около 0,15 мм) в шарнирах рычагов гранитного вала   

 

Заключение. В данной работе исследована динамика 

технологических машин с зазором. Получены динамиче-

ские и математические модели механических систем 

с зазором при линейном и угловом перемещении масс. 

Математические модели рассмотрены при двух гранич-

ных условиях: при амплитуде колебаний меньше зазора 

в механической системе и при амплитуде колебаний 

больше зазора в системе. Динамика механической си-

стемы при зазорах больших амплитуды колебаний эле-

ментов этой системы существенно изменяется. 

На практике определить причину возникновения по-

вышенной вибрации технологической машины из-за по-

вышенных зазоров затруднительно. Нередко специали-

сты служб технической диагностики предприятий не 

могут идентифицировать этот дефект.  

В работе проведены теоретические исследования ма-

тематических моделей механических систем с зазорами 

и выполнена их экспериментальная проверка на дей-

ствующем технологическом оборудовании в производ-

ственных условиях. Определены диагностические при-

знаки повышенного зазора. При повышенных зазорах 

в спектре вибрации машин появляются пики частот сво-

бодных колебаний узлов и деталей. При этом амплитуда 

вынужденных колебаний машины также возрастает. 

Предложенная методика вибрационного диагности-

рования повышенных зазоров в технологических маши-

нах может быть использована на предприятиях горной, 

металлургической и деревоперерабатывающей про-

мышленности.  
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