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На примере типовой расчетной схемы вибрационного стенда развиваются подходы к оценке динамических взаимодей-

ствий между составляющими элементами технологического оборудования. Такое оборудование используется во многих от-

раслях промышленности при реализации технологических процессов различной направленности. Оно должно стабильно рабо-

тать независимо от внешних и внутренних факторов. Расчетными схемами технологического оборудования при действии 

вибрационных процессов являются механические колебательные системы с различным числом степеней свободы. Расчетной 

схемой рассматриваемого технического объекта является механическая колебательная система с твердым телом на упругих 

опорах. Используется методология структурного математического моделирования, когда исходной расчетной схеме сопо-

ставляется эквивалентная в динамическом отношении система автоматического управления. Основные положения применя-

емой теории позволяют использовать методы анализа и синтеза, характерные для теории автоматического управления. 

Оценивается возможность введения дополнительных упругих элементов параллельно штатным пружинам. Исследованы 

возможности оценки динамического состояния технического объекта при действии двух внешних силовых факторов. Рас-

сматривается возможность использования передаточной функции межпарциальных связей для уменьшения колебаний по 

угловой степени свободы движения рабочего органа за счет соответствующего подбора настроечных параметров. Проана-

лизирован весь спектр реакций связей, действующих на узлы креплений как дополнительных звеньев, так и основных упругих 

элементов. Получены выражения для определения статической и динамической составляющей реакций связей, а также со-

отношения для определения полных реакций. Статические реакции рассмотрены при отсутствии внешнего возмущения, а 

динамические реакции получены при действии двух вибрационных воздействий. Приведены аналитические соотношения для 

определения реакций связей, представляющие собой сложные дробно-рациональные выражения. 

 

Ключевые слова: механические колебательные системы; связность движений; межпарциальные связи; реакции связей; 

передаточные функции. 
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The approach to the assessment of dynamic interactions between the constituent elements of technological equipment is developed 

using a typical calculation scheme of a vibration stand as an example. Such equipment is used in many industries when implementing 

technological processes of various types. It must operate stably regardless of external and internal factors. Calculation schemes of 

technological equipment under the action of vibration processes are mechanical oscillatory systems with different numbers of degrees of 

freedom. The calculation scheme of the technical object under consideration is a mechanical oscillatory system with a rigid body on 

elastic supports. The methodology of structural mathematical modeling is used, when the initial calculation scheme is compared with an 

equivalent automatic control system in dynamic terms. The main provisions of the applied theory allow using the methods of analysis 

and synthesis characteristic of the theory of automatic control. The possibility of introducing additional elastic elements parallel to the 

standard springs is estimated. The possibilities of assessing the dynamic state of a technical object under the action of two external 

force factors are investigated. The possibility of using the transfer function of interpartial connections to reduce oscillations in the an-

gular degree of freedom of movement of the working element due to the appropriate selection of tuning parameters is considered. The 

entire spectrum of reactions of connections acting on the fastening units of both additional links and main elastic elements is analyzed. 
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Expressions for determining the static and dynamic components of reactions of connections, as well as relations for determining the full 

reactions are obtained. Static reactions are considered in the absence of external disturbance, and dynamic reactions are obtained un-

der the action of two vibration effects. Analytical relations are given for determining reactions of connections, which are complex frac-

tional-rational expressions. 

 

Keywords: mechanical oscillatory systems, connectivity of movements, interpartial connections, reactions of connections, transfer 

functions. 

 

Введение. Текущий взрывной рост промышленного 

производства во многих отраслях промышленности как 

сырьевой направленности, так и высокотехнологичного 

сегмента предполагает увеличение объемов использо-

вания технологических машин и инструментов, прин-

цип действия которых основан на применении вибра-

ционных процессов [1–6]. Проблемы повышения дол-

говечности и надежности работы вибрационных машин 

при реализации технологических процессов, связанных 

с вибротранспортированием, классификацией гранули-

рованных сред, вибрационным упрочнением и другими 

вариантами приложения колебательных процессов ре-

шены в [7–12]. Решения задач в этом направлении с 

усовершенствованием математического моделирования 

в области оценки динамических свойств вибрационных 

технологических машин, определения динамических 

взаимодействий в их узлах и опорных элементах и др. 

найдены в [13–16]. 

Современные тенденции в направлении повышения 

надежности и долговечности технологического обору-

дования связаны с использованием рычажных свойств 

рабочего органа для обеспечения связности его коор-

динат движения с вращательной и поступательной сте-

пенями свободы движения, а также с контролем влия-

ния внешних воздействий на элементы, являющиеся 

опорными [16–20]. В этом случае необходимо исполь-

зование дополнительных параметров динамического 

состояния, к которым можно отнести связность колеба-

тельных процессов и реакции связей в различных точ-

ках системы. Данные критерии могут быть найдены на 

основе соответствующих передаточных функций, 

представляющих собой сложные дробно-рациональные 

выражения. 

Внимание к научным исследованиям, связанным с 

оценкой дополнительных параметров динамического 

состояния, обусловлено недостаточным изучением ди-

намических процессов, характерных для технологиче-

ских машин. В частности, детализация особенностей 

связности движений межпарциальных систем, состав-

ляющих структуру механической колебательной си-

стемы с твердым телом, позволяет получать техноло-

гический режим контроля и управления вибрационны-

ми процессами при интерпретации исходной расчетной 

схемы технического объекта как системы с одной сте-

пенью свободы. Приведение системы к таким условиям 

дает возможность повышения эффективности реализа-

ции технологии вибрационного упрочнения длинно-

мерных деталей. Данные же о реакции связей дают 

информацию полном спектре усилий, воздействующих 

на узлы и опоры исследуемого технического объекта. 

В предлагаемой статье рассматривается использо-

вание передаточной функции взаимодействия межпар-

циальных связей и реакций связей для оценки динами-

ческих свойств вибрационных технологических машин 

для повышения их надежности и долговечности. 

I. Объекты исследований. Колебательные процес-

сы являются одними из основных при реализации тех-

нологических процессов в производственной сфере. 

Используемое оборудование в большинстве случаев 

реализует малые колебания, что обуславливает исполь-

зование в качестве расчетных схем таких технических 

объектов механические колебательные системы. В 

частности, для вибрационных технологических машин 

характерной особенностью является наличие рабочего 

органа в виде твердого тела определенной длины. В 

этом случае расчетной схемой такой технологической 

машины будет являться механическая колебательная 

система с твердым телом на двух упругих опорах. Од-

нако в большинстве случаев для контроля и управления 

динамическим состоянием двух опор недостаточно. В 

связи с этим необходимо введение дополнительных 

элементов в структуру системы, представляющей со-

бой расчетную схему вибрационной технологической 

машины с опорой на несколько упругих элементов (k1, 

k2, k3, k4) (рис. 1). Внешняя сила, действующая на рабо-

чий орган технического объекта в т. E, носит гармони-

ческий характер, а его движение описывается коорди-

натами y1, y2 и y0, φ при неподвижном базисе [3]. 
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Рис. 1. Расчетная схема вибрационной технологической машины с избыточными упругими 

связями с центром масс в т. О (lE = EO, lA = A1O, lB = B1O, lC = C1O, lD = D1O) 
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Связи между системами координат определяются 

следующими соотношениями:  
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Запишем выражения для кинетической и потенци-

альной энергии исходной системы, принимая во вни-

мание, что рабочий орган в виде твердого тела (рис. 1) 

обладает массой M и моментом инерции J: 
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На основе уравнения Лагранжа 2-го рода уравнения 

движения примут вид: 
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При помощи преобразований Лапласа при нулевых 

начальных условиях [19; 20] уравнения движения мо-

гут быть записаны в виде: 
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,        (6) 

где p = jω — комплексная переменная (j = √ – 1); зна-

чок <–> над переменной означает ее изображение по 

Лапласу [19; 20]. 

На основе выражений (5), (6) может быть построена 

структурная математическая модель системы (рис. 2). 

В структурной схеме учтены все места крепления 

упругих элементов, что является важным обстоятель-

ством для проведения дальнейших исследований, так 

как пространственная метрика дает более детализиро-

ванное представление о динамических свойствах рас-

сматриваемой системы. 
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Рис. 2. Структурная математическая модель системы по рис. 1 

 

Запишем передаточные функции системы при од-

новременном действии двух внешних возмущений при 

малых колебаниях относительно положения статиче-

ского равновесия: 
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где            
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14131211 )( DCBA lklklklk  (9)                                             

 — является характеристическим частотным уравнением. 

При различных сочетаниях параметров в системе 

наблюдаются различные специфические режимы [3]. 

II. Система координат 1y , 2y . 

Для получения математической модели в координатах 

1y  и 2y  необходимо использовать ряд соотношений: 
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Запишем для системы координат y1 и y2 выражения 

для кинетической и потенциальной энергии: 
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где 12121111 ,,, CCBB clbbclaaclbbclaa  .                                            

После проведения промежуточных выкладок запи-
шем уравнения движения системы по рис. 1 в коорди-
натах y1 и y2: 
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Система уравнений (13), (14) — в операторной 
форме после преобразований Лапласа при нулевых 
начальных условиях принимает вид: 
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Структурная математическая модель исходной си-

стемы по рис. 1 в координатах 1y  и 2y  приведена на 

рис. 3. 
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Рис. 3. Структурная математическая модель исходной системы в координатах 1y , 2y  

 

Смена системы координат обуславливает необхо-
димость внимания к возможным изменениям обобщен-
ных сил с выполнением условия их равенства на воз-
можных перемещениях. В данном случае необходимо 
соблюдать равенство работы обобщенных сил на воз-
можных перемещениях [5]. Используя структурную 
схему на рис. 3, запишем передаточную функцию си-

стемы по координате 1
y : 
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— является частотным характеристическим уравнени-
ем системы со структурной схемой по рис. 3. 

В свою очередь, по координате 2
y  имеем: 
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При 01 y  полагается, что т. А1 совпадает с узлом 

колебаний в системе; при 02 y  — в т. D1 также будет 

находиться узел колебаний системы. 

Полученные выражения для передаточных функций 

позволяют построить все необходимые математические 

модели в виде передаточных функций для определения 

дополнительных параметров динамического состояния. 

К ним можно отнести передаточную функцию межпар-

циальных связей и реакции связей в опорных элемен-

тах системы. 

III. Результаты исследований. Система координат 

1y  и 2y  интересна возможностями оценки динамических 

свойств межпарциальных связей, в частности, при введе-

нии понятия передаточной функции межпарциальной 

связи 12
/ yy ; в этом случае для системы, представлен-

ной структурной схемой на рис. 3, получим: 
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Второй дополнительный параметр представляет собой 

реакцию связи. Причем определение этого параметра свя-

зано с оценкой статической и динамической составляю-

щей, которые в сумме дают полную реакцию. 

Таким образом могут быть определены динамиче-

ские реакции в характерных точках исходной системы 

(рис. 1, тт. А1, В1, С1, D1). В данном случае жесткости 

упругих элементов k1, k2, k3, k4 не зависят от частоты. 
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Динамические смещения в тт. А1, В1, С1, D1 могут 
быть определены с использованием передаточных 
функций W1(p), W2(p) или W'1(p), W'2(p), представлен-
ных соответственно выражениями (7), (8) или (17), 
(19). Для построения передаточных функций отноше-
ния динамических реакций к внешнему возмущению, 
характерных для рассматриваемой системы, необходи-
мо наличие пространственной метрики с учетом распо-
ложения точек крепления упругих элементов. 

В т. А1 динамическое смещение может быть опреде-
лено выражением: 
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 .   (21) 

Тогда динамическая реакция в т. А1 составит: 

111 kyR AA  .                        (22) 

Поскольку k1 не зависит от частоты, выполняется 
условие: 

AA RR 1 .                             (23) 

Для т. B1 динамическое смещение определяется вы-
ражением: 

12111 byayyB  .                          (24) 

Таким образом: 

212112121 )()( yclbkyclakykR BBBB  . (25)                                                                   

Аналогично вышеприведенному имеем также, что: 

BB RR 1 .                              (26) 

Предлагаемый подход позволяет найти динамиче-
ские реакции также в тт. С1, D1. 

Выражение для смещения в точке C1 примет вид: 

22211 byayyС  .                             (27) 

В связи с этим динамическая реакция в этой точке 
может быть найдена следующим образом: 

311 kyR СС  .                           (29) 

Таким образом: 

213113131 )()( yclbkyclakykR CCСС  . (28)                                                                   

Динамическая реакция в противоположной точке 

крепления определится СС RR 1 . 

Для определения динамических взаимодействий в 
тт. D и D1 используем такой же подход: 
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 , (29)       

411 kyR DD  , DD RR 1 .                      (30)                                                  

Отметим, что полное выражение для определения 
динамических реакций в промежуточных точках будет 
иметь следующий вид: 
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  (31)                                                                  

Аналогичным образом определим реакцию в т. C1: 
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В данном случае целесообразно упростить полу-
ченные выражения за счет приравнивания числителей к 
выбранным буквенным значениям: 
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После преобразований выражения (31), (32) примут 
вид: 
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          (36) 

Определение статической составляющей реакций 
связано с обнулением внешнего возмущения, действу-
ющего на систему. Тогда полученное выражение будет 
отображать статические свойства блока упругих эле-
ментов, на которые опирается рабочий орган вибраци-
онной технологической машины. Тогда динамические 
реакции в тт. А1 и D1 при p = 0 можно найти с исполь-
зованием следующих выражений: 
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Статические реакций в точках крепления промежу-
точных элементов могут быть найдены при использова-
нии более сложных выражений (32), (33); они примут вид: 
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Полные реакции в рассматриваемых точках примут 
следующий вид: 
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Таким образом, анализ особенностей реакций свя-

зей показывает, что весь их спектр представляет собой 

достаточно сложные выражения, содержащие инфор-

мацию обо всех элементах системы и силовых воздей-

ствиях, влияющих на ее динамическое состояние. Про-

ведение дальнейших исследований будет направлено 

на оценку изменения реакций связей в зависимости от 

выбранных настроечных параметров. 

При равенстве выражения для передаточной функции 

межпарциальных связей 1 рабочий орган в виде твердого 

тела не совершает вибрационных движений по враща-

тельной степени свободы движения, что может быть тож-

дественно приложению внешнего возмущения в центре 

тяжести исследуемого технического объекта. При равен-

стве данной передаточной функции — 1 рабочий орган 

может совершать симметричные вибрационные движе-

ния. В данном случае имеет место наличие узлов колеба-

ний, место расположения которых, в зависимости от те-

кущей задачи, может изменяться. 

Анализ полученного блока выражений для опреде-

ления реакций связей показывает, что структура как 

динамических реакций, так статических компонент, 

достаточно сложна и отличается наличием большого 

количества взаимосвязей при наличии ограниченного 

количества линейных упругих элементов. Наличие ча-

стот собственных колебаний в системе позволяет сде-

лать вывод о том, что на этих частотах динамические 

реакции будут увеличиваться. 

Выражения для определения полных реакций пред-

ставлены в упрощенном виде, так как представляют 

собой достаточно объемные дробно-рациональные 

формулы. При рассмотрении их структуры можно за-

ключить, что их величина зависит и от частоты колеба-

ний, и от сил тяжести составляющих элементов. В 

частности, видно, что полная реакция может быть как 

положительной, так и отрицательной, что делает вни-

мание к изменению такого внутреннего силового фак-
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тора достаточно важным при оценке его влияния на 

узлы и опоры вибрационных машин, в которых могут 

присутствовать неуравновешенности и зазоры. 

Заключение. Рассмотренный вариант технического 

объекта в виде механической колебательной системы 

содержит большое количество дополнительных связей, 

изменение настроечных параметров которых создает 

возможности получения устойчивых динамических ре-

жимов работы вибрационной технологической машины. 

Проведенные исследования показали, что предло-

женный подход к построению математической модели, 

учитывающей связность координат движения механиче-

ской колебательной системы как расчетной схемы виб-

рационной технологической машины с рабочим органом 

в виде твердого тела на упругих опорах, позволяет про-

изводить детализированную оценку динамических взаи-

модействий между элементами рассматриваемого тех-

нического объекта для получения такого режима дина-

мического состояния исследуемой механической коле-

бательной системы, при котором по длине рабочего ор-

гана происходит распределение амплитуд колебаний. 

Предлагаемый метод основан на применении переда-

точной функции межпарциальных связей. 

Интерес также представляет оценка динамических 

взаимодействий в виде реакций связей. Получены ана-

литические соотношения для определения всех состав-

ляющих реакций — статической, динамической и пол-

ной. Выражения для определения реакций в точках 

крепления избыточных промежуточных элементов 

представляют собой сложные дробно-рациональные 

выражения, показывающие связность координат дви-

жения рабочего органа через реакции связей. 
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