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Все современные теории бурения обладают одним общим существенным недостатком: они не могут описывать процесс 
погружения бурильной колонны при углублении забоя скважины или делают это весьма упрощенно. Что приводит при моде-
лировании процесса бурения к необходимости введения эмпирических соотношений и не позволяет полноценно описывать 
динамические явления. Для ликвидации такого недостатка и придания необходимой математической строгости автором 
разработана теория погружения вращающегося твердого тела в грунт применительно к бурильной колонне. Возникающие со 
стороны забоя силы сопротивления аналитически задаются в зависимости от механической скорости бурения (погружения) 
и частоты вращения долота, с учетом прочностных свойств породы в забое. При моделировании процесса погружения ко-
лонны учитываются возможности заклинивания поступательного или вращательного движения долота, его отрыва (под-
прыгивания) от породы в забое скважины. Моменты переключения с одного режима бурения на другой определяются через 
динамическое напряжение, возникающее в породе забоя, при сравнении со статическим предельно допустимым. Введенная 
одномассовая модель бурильной колонны позволяет описывать возникающие во время бурения фрикционные релаксационные 
крутильные автоколебания. Принятая модель учитывает изменение крутильной жесткости колонны по мере ее удлинения, 
прочностные свойства породы, динамический характер сил сопротивления, влияние талевой системы. Впервые учитывается 
возникающее добавочное усилие как результат больших углов закрутки бурильной колонны, приводящее к уменьшению осевого 
давления на долото — что актуально при глубоком бурении. Записанные уравнения позволяют математически строго описы-
вать динамику процесса роторного бурения вертикальных скважин в однородном слое породы, без каких-либо эмпирических 
соотношений. Модель предусматривает возможность определения оптимальных режимов бурения. 

Ключевые слова: теория бурения; бурильная колонна; крутильные автоколебания; релаксационный режим; режим «stick – 
slip»; аппроксимация Паде для силы сопротивления; фрикционные автоколебания. 
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All modern drilling theories have one common significant drawback: they cannot describe the process of sinking the drill string 
while deepening the bottom of the well or do it very simply. This leads to the necessity of introducing empirical relationships when mod-
eling the drilling process and does not allow a full description of dynamic phenomena. To eliminate such a drawback and impart the 
necessary mathematical rigor, the theory of immersion of a rotating solid in soil in relation to a drill string has been developed. Re-
sistance forces, arising from the face side, are analytically set depending on the mechanical drilling (sinking) speed and bit rotation 
frequency, taking into account the strength properties of the rock in the face. When modeling the process of immersion of the column, 
the possibilities of jamming the translational or rotational movement of the bit, its separation (bouncing) from the rock in the bottom of 
the well are taken into account. The moments of switching from one drilling mode to another are determined through the dynamic stress 
arising in the bottom rock, when compared with the static maximum permissible. The introduced single-mass model of the drill string 
allows one to describe frictional relaxation torsional self-oscillations that occur during drilling. The adopted model takes into account 
the change in the torsional stiffness of the column as it elongates, the strength properties of the rock, the dynamic nature of the re-
sistance forces, and the influence of the tackle system. For the first time, the arising additional force is taken into account, as a result of 
large twist angles of the drill string, leading to a decrease in axial pressure on the bit - which is important for deep drilling. The written 
equations make it possible to mathematically rigorously describe the dynamics of the rotary drilling of vertical wells in a uniform rock 
layer without any empirical relationships. The model provides the ability to determine the optimal drilling conditions. 

Keywords: drilling theory; drill string; torsional self-oscillations; relaxation mode; stick-slip mode; Pade approximation for re-
sistance force; frictional self-oscillations. 

Введение. При описании процессов бурения до не-
давнего времени существовало, по крайней мере, три 
нерешенных проблемы: 

1. Нахождение аналитического выражения для сил
сопротивления со стороны забоя в зависимости от ки-
нематических величин [1–5] — что определяет их ди-
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намический характер и должно хорошо согласоваться с 
опытными данными, быть математически корректным 
при любых значениях механической скорости бурения 
и частоты вращения долота, включая и нулевые; 

2. Описание процессов погружения колонны при
углублении скважины, в том числе и при переходных 
режимах бурения с возможными кратковременными 
остановками долота или его отскоками от породы в 
забое скважины; 

3. Определение влияния волновых процессов [5–10],
возникающих в бурильной колонне, с учетом ее погру-
жения, меняющейся длины и подвижности границ. 

Очевидно, что эти проблемы взаимосвязаны. Авто-
ру статьи удалось решить лишь первые две из них [11–
14]. Были получены такие результаты: 

a) в аналитическом выражении для силы сопротив-
ления учтен динамический характер ее изменения, ко-
торый выражается в виде прямой пропорциональной 
зависимости от механической скорости бурения и об-
ратной — от частоты вращения долота, в соответствии 
с опытными данными; 

b) теоретически обосновать принятые аналитиче-
ские выражения для сил сопротивления [15]; 

c) избежать некорректностей логического и матема-
тического характера при всех значениях скоростей по-
гружения и вращения долота, включая и нулевые зна-
чения; 

d) при наличии экспериментальной характеристики
удается наиболее точно аппроксимировать механиче-
ские прочностные свойства породы в забое; 

e) моделировать прерывистость погружения колон-
ны с кратковременными остановками (заклиниванием), 
что до сих пор в задачах механики удавалось делать 
только с помощью закона сухого трения; 

f) предельное динамическое напряжение, возника-
ющее в породе забоя, удается выразить через статиче-
ское, что позволяет устанавливать простые и ясные 
условия перехода от состояния заклинивания к режиму 
погружения колонны и наоборот; 

g) удается учитывать меняющуюся степень износа
долота в процессе бурения с учетом прочностных 
свойств породы [11]. 

Использование Паде аппроксимации послужило от-
правной точкой и для решения второй проблемы: была 
создана теория погружения вращающегося твердого 
тела в сопротивляющуюся среду применительно к за-
дачам бурения [11–15]. Теория позволяет: 
 описывать переходные режимы бурения с воз-

можными кратковременными остановками и, в частно-
сти, обнаруживать режимы детерминированного хаоса 
для рассматриваемых систем; 
 определять законы изменения механической ско-

рости из уравнений принятой модели, а не вводить их 
эмпирически, как это делается в настоящее время; 
 вводить динамические модели бурильной колон-

ны с конечным и бесконечным числом степеней свобо-
ды, с учетом погружения и изменяющихся размеров. 
Раньше в существующих моделях процесс погружения, 
а значит и изменение длины колонны, полностью ис-
ключался [2; 5–10]. 

Решение третьей проблемы предполагает создание 
принципиально новых идей и математических методов 

при нахождении решений дифференциальных уравне-
ний в частных производных для распределенных си-
стем, с изменяющимися во времени размерами. Как это 
было показано в работах А.И. Весницкого и его учени-
ков [16], в непрерывных системах движение границ 
может существенно влиять на развитие волновых про-
цессов. Опыт нижегородской школы [16] говорит о том, 
что описание волновых процессов в таких системах 
весьма сложно даже при известных законах движения 
границ, и использование стандартных методов матема-
тической физики здесь мало помогает. Бурильная ко-
лонна — это тоже, строго говоря, распределенная ме-
ханическая система изменяющейся длины, совершаю-
щая вертикальное движение – погружение. Существен-
но, что закон движения одной из границ — низа бу-
рильной колонны, контактирующей с забоем скважины, 
заранее неизвестен и предполагает, кроме того, воз-
можные кратковременные остановки или отскоки от 
забоя скважины. В этом главное отличие рассматрива-
емой задачи от систем, изучаемых нижегородцами, 
приводящее к дополнительным сложностям при моде-
лировании процессов бурения. И применение линейно-
го волнового уравнения для задач бурения, строго гово-
ря, будет неправомерно, так как при больших углах 
закрутки бурильной колонны гипотеза о плоских попе-
речных сечениях здесь уже неприменима [17]. 

Заметим при этом, что модели бурильной колонны с 
конечным числом степеней свободы раньше практиче-
ски никем серьезно не рассматривались. Объясняется 
это тем, что, при отсутствии возможности описания 
процесса погружения на таких моделях, трудно было 
рассчитывать на получение каких-либо значимых ре-
зультатов. Переход сразу к распределенным системам, 
как это исторически сложилось, создавал иллюзию о 
том, что волновые процессы и без учета погружения 
бурильной колонны позволят получить ответы на мно-
гие вопросы по оптимизации режимов бурения. Такие 
заблуждения, к сожалению, сохраняются и в наши дни. 
В существующих работах [2; 6–10] влияние волновых 
процессов применительно к задачам бурения определя-
ется весьма упрощенно. Делается это всеми авторами 
одинаково: используются стандартные методы нахож-
дения решений для волнового уравнения без учета 
процесса погружения и изменения длины колонны, при 
обычных граничных условиях, когда границы считают-
ся неподвижными; динамический характер сил сопро-
тивления тоже никак не учитывается. При таком подхо-
де, достоверность получаемых результатов по изуче-
нию волновых явлений бурильной колонны была со-
мнительна. Приводимые результаты в этих работах со-
ответствуют не режимам бурения, а случаям заклини-
вания бурильной колонны, когда углубление забоя не 
происходит. Практически во всех существующих рабо-
тах именно таким случаям заклинивания отвечают 
принимаемые за основу динамические модели [2; 6–
10]. В отдельных работах [3–4] предпринимаемые по-
пытки учесть погружение БК не столь успешны. 

 По мнению автора, в настоящее время появилась 
возможность на основе созданной теории погружения 
строить более простые и в то же время более достовер-
ные модели бурильной колонны — с конечным числом 
степеней свободы. На таких моделях можно изучать 
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динамические явления в первом приближении, без уче-
та влияния волн, как это обычно и делается на началь-
ном этапе. От полуэмпирических теорий бурения, а их 
в настоящее время насчитывается 16 [18–20], предлага-
ется переход к построению теории в строгом математи-
ческом изложении. Базовые эмпирические соотноше-
ния для определения законов изменения механической 
скорости, определяющие главное отличие существую-
щих теорий, больше не будут нужны. Такие законы в 
случае необходимости можно будет представлять в 
графическом виде по результатам численных решений 
уравнений принятой модели. В последующем основы 
математически строгой теории могут уточняться при 
переходе к более точным и общим динамическим мо-
делям бурильной колонны, в том числе и с распреде-
ленными параметрами и подвижными границами. 

В данной работе для одномассовой модели буриль-
ной колонны математически строго описываются ди-
намические процессы при роторном способе бурения 
вертикальных скважин в однородном слое породы, с 
учетом основных факторов, влияющих на бурение. Из-
лагаемый материал является обобщением ранее опуб-
ликованной статьи автора [11] на случаи глубокого бу-
рения скважин. Кроме того, удалось обосновать право-
мерность выбранных аналитических выражений для 
компонент сил сопротивления — в виде аппроксимаций 
Паде, что ранее делалось без каких-либо строгих обос-
нований, эмпирически. Строгие обоснования в реше-
нии этого вопроса можно будет найти в недавней пуб-
ликации автора [15]. 

Описание модели. Моделируется процесс бурения 
вертикальных скважин роторным способом в однород-
ном слое породы (грунте). Для описания происходящих 
динамических процессов будем исходить из одномас-
совой модели бурильной колонны (БК) и расчетной 
схемы, изображенных на рисунке ниже. Здесь пружина 
кручения, имеющая переменную жесткость )(xc , вслед-
ствие изменения своей длины DSL  при углублении 
скважины отображает упругую часть БК, состоящей из 
основных бурильных труб; цилиндр — компоновка 
нижней части БК (КНБК), состоящей в основном из 
утяжеленных бурильных труб (УБТ), которые будем 
считать абсолютно жесткими и которые имеют посто-
янную общую длину BHAL — жесткая часть БК (DS и 
BHA — используемые в англоязычной литературе аб-
бревиатуры соответственно основных бурильных труб 
и оборудования низа бурильной колонны). Цилиндр с 
долотом, будем полагать, вращаются как одно целое, 
обладают общей массой BHAm  и осевым моментом 
инерции BHAI . Кроме того, приняты следующие обо-
значения: t — текущее время; ω  — постоянная угловая 
скорость ротора в устье скважины; x  — координата, 
определяющая углубление забоя скважины по отноше-
нию к устью; ϕ  — абсолютный угол закрутки для 
нижнего сечения упругой части БК. На долото со сто-
роны забоя действуют момент cM  и сила cF  сопро-
тивления. Учтено действие момента сил вязкого сопро-
тивления bM  со стороны промывочной жидкости на 

долото; согласно [6] примем, что ,aM b
2ϕ=  где a — 

коэффициент вязкого сопротивления, зависящий от 
расхода промывочной жидкости (давления) и концен-
трации шлама в ней. Здесь и далее точкой обозначается 
производная по времени .t P — вес груза, создающий 
постоянное натяжение каната талевой системы и 
предназначенный для регулирования (разгрузки) осе-
вого давления, оказываемого на долото весом БК; 
кроме того, предполагается, что со стороны пружины 
кручения (упругой части БК) действует добавочное 
продольное усилие .P∆ Физическая природа усилия 

P∆ заключается в том, что при больших углах закрут-
ки пружина кручения стремится уменьшить свои про-
дольные размеры. Скручивание пружины носит стес-
ненный характер, поэтому вместо укорочения пружи-
ны кручения возникает дополнительное продольное 
усилие [17; 2]: 

,)(
2

2
2 t

L
JEP
DS

DSDS ωϕ −=∆  

где −DSDS JE , соответственно модуль упругости мате-
риала и момент инерции поперечного сечения основ-
ных бурильных труб БК. 

Упругий момент со стороны упругой части БК (пру-
жины), передающийся на долото, введем в соответ-
ствии с законом Гука: 

),t(cM ωϕ −−=  
где −t текущее время; −= )x(cc  переменная крутиль-
ная жесткость, определяемая по формуле: 

,
Lx

GJ
)x(c

BHA−
= ρ

где ρJ,G  — соответственно модуль сдвига и полярный 
момент инерции поперечного сечения для обычных 
бурильных труб; разность DSBHA LLx =−  определяет 
изменяющуюся длину упругой верхней части колонны, 
состоящей из основных бурильных труб, на текущий 
момент бурения. 

Принимая во внимание, что угловая скорость может 
иметь произвольный знак, а линейная скорость погру-
жения всегда положительна, при контакте долота с за-
боем аналитическая зависимость для силы сопротивле-
ния берется в виде аппроксимации Паде такого вида 
[11–14]: 

.0 ∆++
∆+

=
ϕ



bRx
xFFc

Здесь −∆,b  коэффициенты полиномиальных членов 
аппроксимации Паде, через которые определяются 
прочностные свойства породы, и при этом предпола-
гается, что их значения определяются на основании 
экспериментальных данных; −R радиус долота (харак-
терный размер пятна контакта долота с забоем); 

−0F коэффициент пропорциональности, подлежащий 
определению. Момент сил сопротивления вращению 
породоразрушающего инструмента со стороны забоя, 
согласно современному представлению [1], равен 

cc FM ρ= , т. е.: 

,0 ∆++
∆+

=
ϕ

ρ




bRx
xFM c
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где −ρ удельный момент сопротивления на единицу 
давления в забое, имеющий физическую природу, близ-
кую к коэффициенту трения скольжения, который, бу-
дем полагать, изменяется согласно закону Кулона: 

[ ] .0,,-;0, 110 ≡≠= ϕρρϕϕρρ  приприsign

tω
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P
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x
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Рис. Динамическая модель бурильной колонны 

Будем полагать, что запас прочности породы в забое 

определяется как ;
0

1
1 σ

σ
=n  где 10 ,σσ — статические 

напряжения, возникающие в породе забоя, создаваемые 
собственным весом БК и предельно допустимой 
нагрузкой, необходимой для начала разрушения породы 
при углублении скважины.  

Вариант построения строгой теории бурения. 
Рассматривается процесс погружения бурильной ко-
лонны в однородном слое породы с учетом возможно-
стей того, что погружение колонны и вращение долота 
могут чередоваться c кратковременными остановками 
по отдельности или одновременно, что предполагает 
возможности кратковременных заклиниваний, а также 
возможностями отрыва (отскока) долота от породы в 
забое. Отметим, что в момент возможного отрыва до-
лота от породы забоя, текущая глубина погружения 

**x  находится из условия: 
0),( =ϕxf , 

где P
mg
Pxf ∆−−=1),( ϕ  — функция влияния, которая

определяет, какая часть от силы тяжести БК давит на 
забой в текущий момент времени. Запишем уравнения 
движения БК (рис. 1), отвечающие следующим кинема-
тическим состояниям долота: 

1. Погружения с кратковременными остановками в поступательном и вращательном движениях долота:
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2. Отрыва долота от забоя (подпрыгивание):
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Остановка погружения будет происходить, когда одновременно: 
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а окончание вращательного движения долота — когда одновременно: 
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Далее перейдем к безразмерным переменным: 
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Обозначив точкой производную уже по времени t , запишем в безразмерном виде уравнения (1) – (4) движения 
БК (см. рисунок), которые отвечают следующим кинематическим состояниям долота: 

1. Погружения с кратковременными остановками в поступательном и вращательном движениях долота:

:0),(** >> xηηη fи

( ) ( )
( )

( )





































≥+
+++

+
−

≡>+−

=
−

++++










≥





 +

≡>

<
−

−≡

≥














+++

+
−=









−<+>≡

.0,

;01
),(

,

1

;0,1

;01
),(

,

1
,

;0,),(

;1
),(

1
),(

,0

1

1

2

1

1

1

11

ηΩx
δΩxαη

δη

η
xη

Ωx

η
xΩxΩxβx

η
δ
ηε

η
xη

ε

η
x

Ωx

η
δΩxαη

δηxηχη

xηα
δΩx

xη
η

























приsignn

и
f

nприrsign

sign

приn

и
f

nприr
при

приnf

f
nи

f
nпри

  (5) 

2. Отрыва долота от забоя (подпрыгивание):
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Здесь также учтено, что в момент отрыва долота глубина **η  находится из условия: 0),( =xηf , где ),( xηf  —
функция влияния в безразмерном виде. Остановка погружения будет происходить, когда одновременно: 

,1
),(

1
),(

,0 11








−<Ω+>=

xηα
δ

x
xη

η
f

nи
f

n  (7)

а окончание вращательного движения долота — когда одновременно: 
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Каждый отрыв долота от забоя завершается упруго-
пластическим ударом. Введение динамического напря-
жения через частоту вращения долота позволяет опре-
делять прочность породы, учитывая динамику воздей-
ствия породоразрушающего инструмента. Такой подход 
дает возможность определять моменты окончаний воз-
можных кратковременных остановок (заклиниваний) 
долота при погружении [11–14], что ранее не удава-
лось. Применение аппроксимации Паде позволяет это 
делать предельно ясно и просто. 

Заключение. Приведенная модель (см. рисунок), 
являющаяся обобщением ранее введенной в работе 
[11], позволяет: 

1. Рассматривать решения уравнений (1) – (2) с уче-
том условий (3) – (4) (или их безразмерный аналог (5) – 
(8)) как один из возможных вариантов построения 
строгой теории бурения, которую можно будет брать за 
основу для последующих уточнений и развития теории. 

2. Получить новую одномассовую динамическую
модель БК для описания крутильных автоколебаний 
релаксационного типа с учетом процесса погружения 

27



Systems Methods Technologies. V.А. Koronatov. Fundamentals of the mathematically rigorous ... 2020 № 2 (46) p. 23–29 

по мере углубления однородного забоя скважины при 
вращательном способе глубокого бурения. 

3. Проводить численное моделирование крутильных
автоколебаний БК, когда наряду с обычными режимами 
обнаруживаются процессы, присущие детерминиро-
ванному хаосу — хаотичные режимы бурения. 
Модель предусматривает возможности кратковремен-
ных заклиниваний (остановок) в поступательном и 
(или) вращательном движениях долота, а также режи-
мы безостановочного бурения. Учитываются: перемен-
ная крутильная жесткость колонны, влияние натяжения 
каната талевой системы и действие промывочной жид-
кости. Результаты численного моделирования бурения в 
однородном слое породы — нахождение решений 
уравнений (1) – (2) с учетом условий (3) – (4) — позво-
ляют установить: 

a. Уменьшение крутильной жесткости колонны по
мере углубления скважины может приводить к умень-
шению частоты вращения долота и механической ско-
рости бурения. 

b. Уменьшение крутильной жесткости колонны по
мере углубления скважины приводит, как правило, к 
возникновению релаксационных режимов бурения. 

c. Вязкое сопротивление при увеличении расхода про-
мывочной жидкости может приводить к затуханию релак-
сационного режима бурения — к уменьшению длитель-
ности возможных режимов «stick – slip» (остановка – 
скольжение), проявляется как бы «эффект смазки». 

d. Вязкое сопротивление может способствовать уве-
личению механической скорости бурения — по-види-
мому, из-за затухания релаксационного режима. 

e. Значения для оптимального осевого давления на
долото, частоты вращения долота, длины утяжеленных 
труб КНБК — в настоящее время они определяются без 
каких-либо строгих обоснований, на основе имеюще-
гося опыта ведения буровых работ или пробного буре-
ния. Эти значения изменяются в зависимости от меха-
нических свойств породы в забое, глубины бурения и 
должны периодически проверяться. 

f. Сочетание нежелательное значений основных па-
раметров, приводящее к возникновению динамической 
неустойчивости процесса бурения в виде детерминиро-
ванного хаоса — хаотичных режимов [11–14]. 

g. Правомерность общепринятых эмпирических со-
отношений изменения скорости погружения БК, ис-
пользуемых в теориях бурения [18–20]. 
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