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Рассматриваются особенности конструирования рамных пил для пиления мерзлой древесины на вертикальных лесопиль-

ных рамах. Форма зубьев пил, их угловые и геометрические параметры зависят от свойств распиливаемой древесины и выби-
раются исходя из конкретных условий распиловки с учетом особенностей процесса стружкообразования, характера форми-
рования, размещения и степени уплотнения опилок, жесткости зуба пилы, их влияния на силовые и энергетические показате-

ли процесса пиления. Создание оптимальной конструкции рамной пилы представляет собой сложную комплексную задачу. 
Поиск оптимальной формы и геометрических параметров зубьев рамных пил стал целью данного исследования. В статье 
представлена методика конструирования рамных пил с использованием методов математического и твердотельного моде-
лирования. Авторами статьи получены аналитические уравнения, позволяющие рассчитывать в программе Mathcad площадь 
межзубовой впадины для задаваемых при конструировании инструмента геометрических параметров зубьев пил. Методом 
конечных элементов при твердотельном моделировании в среде SolidWorks определены максимальные и минимальные (на-
чальные) напряжения в зубе рамной пилы при нагрузке, действующей по передней и задней граням зуба. Расчет силовых пара-
метров процесса пиления перед 3D-моделированием зубьев пил выполнен с использованием авторской прикладной программы 

Frame_Saw, которая позволяет определять усилия резания при различных условиях работы рамной пилы. Установлены лока-
лизация и величина максимальных напряжений в межзубовой впадине рамной пилы. Обоснована допускаемая продолжитель-
ность работы рамной пилы, определяемая усталостной прочностью металла при циклической нагрузке. В результате были 
установлены оптимальные значения линейных и угловых параметров зубьев конструкции рамной пилы со стандартизованным 
шагом для распиловки мерзлой древесины. Предлагаемая методика может быть рекомендована для внедрения в практику 
конструирования дереворежущего инструмента, эксплуатируемого при различных климатических условиях. 

 
Ключевые слова: пиление рамной пилой; конструкция рамной пилы; зуб пилы; угловые и линейные параметры пилы; 

пиление мерзлой древесины; межзубовая впадина. 
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The design features of frame saws for sawing frozen wood on vertical sawing frames are considered. The shape of the teeth of the 
saws, their angular and geometrical parameters depend on the properties of the sawn wood and are selected based on the specific con-
ditions of sawing taking into account: the features of the chip formation process; the nature of the formation, placement and degree of 
compaction of sawdust; saw tooth hardness; their influence on the power and energy performance of the sawing process. Creating an 

optimal frame saw design is a complex task. The search for the optimal shape and geometrical parameters of the teeth of frame saws 
has become the goal of this study. The article presents the method of designing frame saws using the methods of mathematical and solid 
modeling. The authors of the article obtained analytical equations that allow calculating the area of the interdental cavity in the Math-
cad program for the saw teeth set when designing the tool. The finite element method for solid modeling in the environment of "Solid-
Works" determined the maximum and minimum (initial) stresses in the frame saw tooth with a load acting on the front and rear edges of 
the tooth. The calculation of the power parameters of the sawing process before 3D modeling of the saw teeth was performed using the 
author's application program Frame_Saw, which allows you to determine the cutting forces under various working conditions of the 
frame saw. The localization and magnitude of the maximum stress in the interdental cavity of the frame saw is established. The permiss-

ible operating time of the frame saw, determined by the fatigue strength of the metal under cyclic loading, is substantiated. As a result, 
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optimal values were established for linear and angular parameters of the teeth of the frame saw design with a standardized pitch for 

sawing frozen wood. The proposed technique can be recommended for the introduction into the practice of designing wood cutting tools 
that operate under different climatic conditions. 

 
Keywords: frame sawing; frame saw construction; saw tooth; angular and linear parameters of the saw; frozen wood sawing; inter-

dental hollow. 
 

Введение 

Рамные пилы используются на вертикальных лесо-

пильных рамах. В процессе пиления древесины рамная 

пила осуществляет как собственно резание, так и транс-

портирование опилок из пропила. Размеры и форма по-

лотна пилы, зубьев и межзубовых впадин в значитель-

ной мере влияют на эффективность работы режущего 

инструмента наряду с физико-механическими свойства-

ми материала режущей части зубьев пилы. 
Вопросами конструирования рамных пил в разные 

годы занимались И.П. Остроумов, А.С. Коргушов, 

М.Н. Орлов, Г.Ф. Прокофьев, С.М. Хасдан, А.Л. Воро-

нцов, Е. Кивимаа, Б. Тунелл, В.Ф. Фонкин и др. [1–6]. 

К настоящему времени установлено наличие взаимо-

связи угловых параметров резца с силовыми и качест-

венными показателями процесса рамного пиления дре-

весины, освещены вопросы использования инструмен-

тальных материалов и способов подготовки пил            

к работе. 

Форма зубьев пил, их угловые и геометрические па-

раметры зависят от свойств распиливаемой древесины 
и выбираются исходя из конкретных условий распи-

ловки с учетом особенностей процесса стружкообразо-

вания, характера формирования, размещения и степени 

уплотнения опилок, жесткости (устойчивости) зуба 

пилы, их влияния на силовые и энергетические показа-

тели процесса пиления. Известные рекомендации [7–

14] содержат широкие диапазоны варьирования линей-

ных и угловых параметров, характеризующих геомет-

рию зубчатого венца рамных пил, что затрудняет их 

практическое использование. 

Создание оптимальной конструкции рамной пилы 

представляет собой сложную комплексную задачу, для 

решения которой следует использовать современный 

математический аппарат и методы моделирования. 

Постановка задачи. Поиск оптимальной формы и 

геометрических параметров зубьев рамных пил для 

распиловки мерзлой древесины стал целью данного 

исследования, поскольку вопросы конструирования 

дереворежущего инструмента, предназначенного для 
раскроя мерзлой древесины, недостаточно изучены и 

освещены. 

В процессе исследования были сформулированы и 

последовательно решены следующие задачи: 

1) разработана математическая модель профиля зу-

ба рамной пилы;  

2) проанализированы факторы, влияющие на проч-

ность и устойчивость зубьев рамных пил; 

3) создана программа для расчета силовых нагрузок 

на зубья рамных пил при различных условиях работы; 

4) создана твердотельная имитационная модель 

рамной пилы; 
5) определены критерии оптимизации профиля 

зубьев рамной пилы; 

6) составлен алгоритм оптимизации профиля зубьев 

рамной пилы. 
 

Выбор оптимальной формы зубчатого венца 

рамной пилы. Для решения задачи по выбору опти-

мальной формы зубчатого венца рамной пилы был ис-

пользован метод математического моделирования. 
Расчетная схема профиля зубьев рамной пилы пред-

ставлена на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Расчетная схема профиля зубьев рамной пилы 
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Уравнение нормали OH к касательной IH имеет вид: 
 

 � = tg(γ) ∙ 	. (1) 
 

Уравнение окружности с центром в точке О (0;0): 
 

 	
 + �
 = �
. (2) 
 

Координаты точки касания H(	 , �) нахо-

дим,решив систему уравнений: 
 

 �� = tg(γ) ∙ 		
 + �
 = �
 � (3) 

 

Определяем координаты точки I. Для этого запишем 

уравнение касательной в общем виде: 
 

 (� − ��) = �(	 − 	�). (4) 
 

Параметр � определяется отношением: 
 

 � = − ���� . (5) 

 

Учитывая геометрические особенности профиля зу-

ба, а также формулу (5), можем записать: 
 

 (ℎ − �) − � = − ���� ∙ (	� − 	). (6) 

 

Решив уравнение (6), определяем значения коорди-

нат 	� и�� = ℎ − �. 

Составим уравнение касательной IH: 
 

 
(����)(�����) = (����)(�����). (7) 

 

Координаты точки А:   	� = 	� − �;  �� = ℎ − �. 

Уравнение прямойАВ:  �� = tg(−α) ∙ 	�. 

Длину отрезка АВ можно представить уравнением 
вида: 

 

 (	� − 	�)
 + (�� − ��)
 = �
 . (8) 
 

Решая совместно систему уравнений (9), определя-

ем координаты точки В(	� , ��): 
 

 � �� = tg(−α) ∙ 	�(	� − 	�)
 + (�� − ��)
 = �
 � (9) 

 

Составим уравнение прямой АВ: 
 

 
(��� )(�!�� ) = (��� )(�!�� ) . (10) 

 

Для нахождения касательной BD необходимо соста-

вить и решить систему четырех нелинейных уравне-

ний: 
 

 

⎩⎪⎨
⎪⎧(� − ��) = − �&�& ∙ (	 + 	�)	' ∙ 	 + �' ∙ � = �
	
 + �
 = �
� = − �&�& ∙ 	

� (11) 

 

Для решения системы уравнений (11) используем 

метод Ньютона [15], представляющий собой итераци-

онный алгоритм вида: 
 

 	()* = 	( − +�*(	() ∙ ,(	(),  (12) 
 

где 	(—--е приближение вектора решений;+�*(	()—
обратная матрица Якоби;,(	()—вектор решений, рас-

считанный на основании приближения 	(по уравнени-

ям системы. 

Для системы уравнений (11) имеем матрицу Якоби 

вида: 
 

+.	(()/ =
⎝
⎜⎜⎜
⎛345(�6)3�5 345(�6)3�7 345(�6)3�8 345(�6)3�9347(�6)3�5 347(�6)3�7 347(�6)3�8 347(�6)3�9348(�6)3�5 348(�6)3�7 348(�6)3�8 348(�6)3�9349(�6)3�5 349(�6)3�7 349(�6)3�8 349(�6)3�9 ⎠

⎟⎟⎟
⎞

 (13) 

 

Итерационный процесс заканчивается при выпол-

нении условия: 
 

 |	()* − 	(| ≤ ε, (14) 
 

где  ε— заданная точность решения. 

В результате произведенных итераций окончатель-

но получаем вектор решений системы (11): 
 

 	( = @	'�'	� A . (15) 

 

Уравнение искомой касательной BD имеет следую-

щий вид: 
 

 
(���!)(�&��!) = (���!)(�&��!). (16) 

 

По полученным аналитическим уравнениям строим 

профиль зуба рамной пилы (рис. 2). 

Расчет площади межзубовой впадины выполняется 

в программе Mathcad согласно расчетной схеме (рис.1), 

путем сложения площадей составляющих ее фигур. 
Далее с применением метода наименьших квадра-

тов в результате твердотельного моделирования в про-

грамме SolidWorks[16] были получены математические 

модели, описывающие основные параметры рамной 

пилы: 

–площадь межзубовой впадины —BCD(	*, 	
, 	E, 	F, 	G);  

–продолжительность работы пилы —H(σmax,σmin); 
–устойчивость зуба пилы, которая соответствует 

величине отклонения зуба при воздействии нагрузки по 

задней его грани —�(	*, 	
, 	E, 	F, 	G). 

Аргументами данных функций являются: 	*—

высота зуба рамной пилы; 	
—длина ломаной задней 

грани зуба пилы; 	E—радиус межзубовой впади-

ны;	F—задний угол; 	G—передний угол; σmax и σmin—
максимальное и минимальное напряжения, характери-

зующие напряженно-деформированное состояние рам-

ной пилы в процессе резания и при холостом ходе со-

ответственно, влияющие на продолжительность работы 

пилы при переменных напряжениях.  
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Рис. 2. Аналитическое построение профиля зуба рамной пилы 

 

Решая задачу оптимизации, находим такие значения 

аргументов 	*, 	
, 	E, 	F, 	G, при которых значения 

функций BCD и H были бы максимальны, а значения 

функции� минимальны. Целевые функции можно за-

писать в следующем виде: 
 

 

⎩⎪⎨
⎪⎧BCD(	*, 	
, 	E, 	F, 	G) → PQ	,

H(σmax,σmin) → PQ	
�(	*, 	
, 	E, 	F, 	G) → P-R.

� (17) 

 

Ограничениями в поиске решения для аргументов 	*, 	
, 	E, 	F, 	G являются следующие условия: 
 −1 < 	* < 1, −1 < 	
 < 1, 
 −1 < 	E < 1, (18) −1 < 	F < 1, −1 < 	G < 1, H ≤ 8. 
 

Последнее из условий (18) учитывает особенности 

эксплуатации рамных пил при распиловке мерзлой 

древесины и определяет продолжительность работы 

пилы. Для решения данной задачи используется алго-
ритм оптимизации входных параметров методом пере-

бора с задаваемым шагом. 

Значения функции H(σmax,σmin) определяются в 

программе оптимизации с использованием алгоритма 

численного интегрирования Гаусса. 

Точность получаемого решения определяет шаг пе-

ребора, принятый при оптимизации равным 0,01. 

Значения варьируемых входных параметров в нор-

мализованных и натуральных обозначениях факторов, 

полученные в результате оптимизации, представлены в 
табл.1. 

Таким образом, были определены оптимальные 

значения линейных и угловых параметров профиля 

зубьев рамной пилы для различных величин шага 

зуба tЗ, используемых при рамном пилении мерзлой 

древесины. 

Таблица 1 

Результаты оптимизации 

Шагзуба 
пилы,tЗ ,мм 

	*ℎ, мм 
	
�,мм 

	E�,мм 
	FY,° 

	G
γ,° BCD,мм2 H,час. �,мм 

26 
−0,1517,7  

−0,3410,65  
16,0 

0,325,6 
−0,7713,46  272,12 7,92 0,274 

32 
−0,1721,66  

−0,2213,56  
0,876,87 

0,4823,96 
−0,715,6  396,16 6,33 0,487 

40 
−0,2127,08  

−0,316,9  
0,948,44 

0,5622,12 
−0,8617,28  610,96 4,18 0,585 

 

Расчет силовых параметров процесса пиления перед 

3D-моделированием зубьев пил выполнен с использо-

ванием прикладной программыFrame_Saw [17], кото-

рая позволяет определять усилия резания при различ-

ных условиях работы рамной пилы. 

Рассчитанные программой Frame_Saw значения си-

лы резания являются усредненными и не учитывают 

особенности распиловки древесины в зимний период. 

Для уточнения величины действующей силы резания 

дополнительно используются уравнения, описанные в 

исследовании [18], которые позволяют учесть влияние 

переднего γи заднего αуглов зуба пилы в случае пиле-

ния мерзлой древесины. 

Расчет производится при трех значениях шага зуба 

tЗрамной пилы. Значения температуры (�), посылки (∆), 

диаметра бревна (b), переднего угла (γ), заднего угла 

зуба пилы (α) представлены в табл.2. 

 

Таблица 2 

Значения параметров �,∆, b,γ,α 

Шаг зуба 
пилы,tЗ, 

мм 

�, 

°С 

∆, 

мм/об. 

b, 

см 

γ, 

град. 

α, 

град. 

26 –15 30 20 13÷17 23÷27 

32 –15 25 30 15÷19 21÷25 

40 –15 17,7 40 17÷21 19÷23 

 

Твердотельная имитационная модель, созданная в 

среде SolidWorks, используется для оценки прочности 

и анализа устойчивости зубьев рамной пилы в процессе 
пиления древесины. 

В результате моделирования методом конечных 

элементов были определены значения максимальных 

напряжений и отклонений зуба пилы при деформиро-

ванном состоянии. Установлена локализация макси-
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мальных напряжений в межзубовой впадине рамной 

пилы в процессе пиления мерзлой древесины. Напря-

женное состояние рамной пилы моделировалось при 

нагрузке как по передней, так и по задней грани зуба. 

Эпюра напряжений в зубе пилы (рис. 3а), распределе-

ние напряжений от нагрузки по передней (рис. 3б) и 

задней граням(рис. 3в) зуба модели рамной пилы изо-

бражены на рис.3. 
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Рис.3. Распределение напряжений при нагрузке по передней и задней граням зуба рамной пилы 
 

Программа SolidWorks позволяет рассчитывать ве-

личины напряжений в теле пилы, в том числе при цик-

лическом напряжении. Выполненная в процессе конст-

руирования проверка зуба пилы на усталость дает воз-
можность оценить допускаемую продолжительность 

работы рамной пилы, изготовленной из стали 9ХФ, в 

условиях, близких к реальным производственным. 

В механике разрушения для описания скорости рос-

та трещины используются формулы, предложенные 

P.S. Peris, R.G.Forman, J.M.Barsom [19].Нами приме-

нялся вариант теории роста усталостных трещин, раз-

работанный Г.П. Черепановым.  

Уравнение (19) позволяет наиболее полно учесть 

особенности развития трещин в стальных рамных пилах: 
 

 
cdecfg = −ω ∙ ij5max7 �j5min7jk7 + In jk7�j5max7jk7�j5min7 m, (19) 

 

где ω—характеристика материала, определяющая при-

рост трещины за цикл нагружения; n*max, n*min—
максимальный и минимальный за цикл коэффициенты 

интенсивности напряжений, Н/мм3/2 [20]; no—

критический коэффициент интенсивности напряжений, 

который определяет механические свойства материала 
(вязкость разрушения), Н/мм3/2 [20]. 

Интегрируя зависимость скорости развития трещин, 

получаем выражение для определения числа циклов 

нагружения RЦ, необходимых для развития трещины от 

ее начальной длины �н
′  до некоторой конечной  �к

′ : 
 

 RЦ = − 1ω ∙ q cd′r5max7 sr5min7rk7 )�frk7 sr5max7rk7 sr5min7
dк
′dн

′ . (20) 

 

Начальную длину трещины �н
′ можно принять рав-

ной глубине риски, получающейся  при заточке пилы. 

На практике глубина риски может достигать 0,1 мм. 

Приравняв в формуле (20) конечную длину трещины к 

толщине слоя δ,стачиваемого при заточке, и проведя 

преобразования, получаем выражение для расчета до-

пускаемой продолжительности работы рамной пилыТ: 

 

 H = �*t∙f!∙jИСП∙u� q cd′8,v9∙.wxyz7 swx{|7 /∙}′rk7 )~�rk7 s8,v9∙wxyz7 ∙}′rk7 s8,v9∙wx{|7 ∙}′
�dн
′ . (21) 

 

Интеграл в формуле (21) не выражается через эле-

ментарные функции, поэтому интегрирование произ-

водим численным методом Гаусса в среде программи-

рования Delphi. 

Для получения математических моделей использо-

ван план Ha-5 для пяти  факторов в нормализованных 

обозначениях. Расчеты выполнялись в прикладной 

программеB-plans[21].  В качестве факторов выбраны 

основные линейные и угловые параметры, определяю-

щие профиль зуба рамной пилы согласно ГОСТ 

5524:h—высота зуба(	*); l—длина ломаной задней гра-

ни зуба (	
); r—радиус межзубовой впадины (	E); α —

задний угол зуба (	F); γ —передний угол зуба (	G). 

Диапазоны варьирования факторов для трех значе-

ний шага зубьев tЗрамных пил, регламентированных 

ГОСТ 5524, представлены в табл.3. 

Таблица 3 
 

Диапазоны варьирования линейных 

и угловых параметров рамной пилы 

Шаг 
зуба 

пилы, 
tЗ , 
мм 

h, 
мм 

l, 
мм 

r, 
мм 

α, 
град. 

γ, 
град. 

26 16÷18 9÷14 4÷6 23÷27 13÷17 

32 20÷24 12÷16 5÷7 21÷25 15÷19 

40 25,5÷29,5 15,5÷19,5 6,5÷8,5 19÷23 17÷21 
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Для получения уравнений используем метод наи-

меньших квадратов, записанный в матричной форме 

вида: 

 � = (�� ∙ �)�* ∙ �� ∙ �,  (22) 
 

где �—матрица базисных функций, столбцы которой 

соответствуют коэффициентам получаемого уравне-

ния;�—вектор выходных параметров, значения кото-

рых получены аналитическим расчетом, методом ко-

нечных элементов при твердотельном моделировании в 

среде SolidWorks. 

Общий вид уравнений математических моделей за-

пишется как: 
 

� = �� + ∑ �( ∙ 	( + ∑ �(( ∙ 	
 + ∑ �(� ∙ 	( ∙ 	��(���*�(�*�(�* , (23) 
 

где ��—свободный член уравнения;�( ∙ 	(—линейные 

коэффициенты;�(( ∙ 	
—квадратичные 

коэффициенты;�(� ∙ 	( ∙ 	�—парные взаимодействия. 

Уравнения, полученные для определения σ��� и σ���, 

используются для расчетов допускаемой продолжитель-

ности работы рамной пилы Т и устойчивости зубьев пи-

лы, которая соответствует величине отклонения зуба при 

воздействии нагрузки по его задней грани. 

Функция для расчета продолжительности работы 

пилы Т в общем виде может быть записана: 

 H(σ���, σ���) = �(σ���(	*, 	
, 	E, 	F, 	G), σ���(	*, 	
, 	E, 	F, 	G))                                         (24) 
 

Таким образом, разработаны математические моде-

ли, связывающие линейные и угловые параметры зубь-

ев рамной пилы с площадью межзубовой впадины, с 

усталостной прочностью, характеризуемой величинами 

максимальных и минимальных напряжений, с продол-

жительностью работы пилы и устойчивостью ее зубьев. 

В результате оптимизации были определены значе-

ния линейных и угловых параметров зубьев конструк-

ции рамной пилы со стандартизованными шагомtЗ, ис-

пользуемым при рамном пилении мерзлой древесины. 

Результаты оптимизации представлены в табл.1. 
 

Выводы 

1. Получены аналитические уравнения, позволяю-

щие рассчитывать в программе Mathcad площадь меж-

зубовой впадины для задаваемых при конструировании 

инструмента геометрических параметров зубьев пил. 

2.Методом конечных элементов при твердотельном 

моделировании в среде SolidWorks определены макси-

мальные и минимальные (начальные) напряжения в 

зубе рамной пилы при нагрузке, действующей по пе-

редней и задней граням. 

3. Установлены локализация и величина макси-

мальных напряжений в межзубовой впадине рамной 

пилы. 

4. Обоснована допускаемая продолжительность ра-

боты рамной пилы, определяемая усталостной прочно-

стью металла при циклической нагрузке.  

5. Установлены оптимальные значения линейных и 

угловых параметров зубьев конструкции рамной пилы 

со стандартизованным шагом для распиловки мерзлой 

древесины. 

6.Методика конструирования инструмента с ис-

пользованием методов математического и твердотель-

ного моделирования может быть рекомендована для 

внедрения в практику конструирования дереворежуще-

го инструмента, эксплуатируемого при различных 

климатических условиях. 
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