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На основании упрощенной  жесткостной модели слоистого упругого тела предложена инженерная методика определения
параметров контакта при внедрении в него сферического индентора. В основу модели положена зависимость перемещения
точек полупространства по оси симметрии от величины приложенной распределенной нагрузки. Определены приведенный
модуль упругости и коэффициент Пуассона в зависимости от упругих свойств материалов основания и покрытия, толщины
покрытия и радиуса площадки контакта. Приведены выражения для определения параметров контакта при внедрении в
слоистое тело сферического индентора. Проведено сравнение полученных результатов с точным решением пространствен-
ной осесимметричной задачи для описания напряженно-деформированного состояния в упругом слое при внедрении в него
сферического индентора, полученным А.П. Макушкиным с использованием метода интегрального преобразования Фурье–
Бесселя. Показано, что наилучшее совпадение результатов по предлагаемой методике с точным решением имеет место при
определении величины внедрения сферического индентора. Максимальная погрешность при этом не превысила 10 %, а средняя
погрешность для приведенных значений относительного внедрения составила 4,7 %. Указано, что систематическая погреш-
ность при определении радиуса площадки контакта и максимального контактного давления связана с отличием распределе-
ния контактного давления от «герцевского». Учет этого фактора в рамках жесткостной модели слоистого тела требует
дополнительных исследований. Анализ сравнения полученных результатов с результатами точных решений позволяет реко-
мендовать предлагаемую инженерную методику к практическому использованию.
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On the basis of a simplified rigid model of a layered elastic body, an engineering technique for determining the parameters of a con-
tact is proposed for the introduction of a spherical indenter into it. The model is based on the dependence of the displacement of the
points of the half-space along the axis of symmetry on the magnitude of the applied distributed load. The reduced elasticity modulus and
the Poisson's ratio are determined depending on the elastic properties of the base and coating materials, the thickness of the coating
and the radius of the contact area. Expressions are given for determining the parameters of a contact when a spherical indenter is in-
troduced into a layered body. The obtained results are compared with the exact solution of the spatial axisymmetric problem for de-
scribing the stress-strain state in an elastic layer when a spherical indenter is introduced into it. The solution was obtained by
A.P. Makushkin with using the Fourier-Bessel integral transformation method. It is shown that the best agreement between the results of
the proposed method and the exact solution takes place when determining the value of the introduction of a spherical indenter. The max-
imum error in this case did not exceed 10%, and the average error for the given values of the relative introduction was 4.7%. It is indi-
cated that the systematic error in determining the radius of the contact area and the maximum contact pressure is related to the differ-
ence in the distribution of the contact pressure from the "Hertzian" one. Accounting for this factor within the rigid model of a layered
body requires additional studies. An analysis of the comparison of the results obtained with the results of exact solutions makes it possi-
ble to recommend the proposed engineering method for practical use.
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Введение
В настоящее время практически исчерпаны воз-

можности повышения ресурса соединений деталей ма-
шин за счет конструктивного исполнения или измене-
ния сортамента материалов. Перспективным направле-
нием  улучшения герметизирующей способности уп-
лотнительных соединений и характеристик узлов тре-
ния, является нанесение на контактирующие поверхно-
сти различных покрытий, или формирование модифи-
цированных слоев [1]. Опыт эксплуатации соединений
с покрытиями показывает, что толщина покрытия так-
же определяет их эксплуатационные свойства [2]. От-
сутствие теории взаимодействия шероховатых поверх-
ностей с покрытиями  не позволяет прогнозировать
характеристики узлов трения и герметичности уплот-
нений на стадии проектирования, что приводит к доро-
гостоящим и трудоемким затратам.

В рамках теории упругости наличие покрытия озна-
чает, что упругое тело следует рассматривать с изме-
няющимися значениями модуля упругости и коэффи-
циента Пуассона в зависимости от расстояния до по-
верхности [3].

Состояние проблемы. Контактные задачи для тел с
покрытиями рассмотрены в работах [2–7 и др.], кото-
рые можно разделить на три группы: аналитические,
численные и численно-аналитические. Недостатком
указанных работ являются трудности при использова-
нии их результатов для решения практических задач
трибологии и герметологии. Решение осесимметричной
контактной задачи для упругого слоя, лежащего на же-
стком основании приведено в работе [8] и может пред-
ставлять практический интерес при использовании по-
лимерных покрытий.
Отдельную группу решения контактных задач состав-
ляют инженерные методы основанные на представле-
нии слоистого тела, как топокомпозита — конструкции
с особыми механическими свойствами [9; 10]. В эту же
группу следует отнести метод, основанный на жестко-
стной модели слоистого тела [11–14].

Перемещения точек внутрь однородного полу-
пространства. Зависимость перемещения точек по оси
симметрии от величины приложенной распределенной
нагрузки положена в основу жесткостной модели слои-
стого тела, поэтому рассмотрим однородное полупро-
странство при нагружении его осесимметричной «гер-
цевской» нагрузкой:

( ) 5.022
0 1)( arprp −= , ar ≤≤0 ,           (1)

где mpp 5.10 = , mp — среднее давление, общая на-
грузка 2apP m π⋅= .

Перемещения точек по оси нагружения однородного
полупространства при использовании потенциальных
функций Буссинеску определяются выражениями [15]:
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С учетом выражения (1) и того, что ar=ρ
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где ( )xcbaF ;;,12 — гипергеометрическая функция
Гаусса.

Подставляя выражение (3) в (2) и учитывая, что

zad
d

dz
d ψ=ψ , получим:

( )νβ= ∗ ,,0 zK
E

apu z (4)

( ) ( )zzzzzK arcctg1
1

arcctg,5.0, −
ν−

ν+=ν , (5)

где ( )2* 1 ν−= EE .
Упростим обозначения, приняв:

( ) ( )0,0 iii KK =ν , ( ) ( )δ=νδ iii KK , . (6)

Как показал анализ, функция ( )zK в незначитель-
ной мере зависит от значений коэффициента Пуассона.
При этом ( ) 20 π=iK , при ∞→z ( ) 0→zK .

Упругие характеристики слоистого полупро-
странства при нагружении его осесимметричной
нагрузкой. Рассмотрим слоистое упругое тело (рис. 1),
состоящее из покрытия толщиной δ с упругими харак-
теристиками 1ν и 1E и основного материала с упругими
характеристиками 0ν и 0E и нагружено осесимметрич-
ной нагрузкой (1).

Рис. 1. Схема нагружения слоистого полупространства

С использованием жесткостной модели слоистого тела
для приведенного модуля упругости и коэффициента Пу-
ассона в работах [12; 13] получено:
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где ∗∗= 01 EEIe , ( ) ( )2
1

2
0 11 ν−ν−= II e , 01 EEI = .

Аналогичный результат с использованием жесткост-
ной модели слоистого тела получен при внедрении же-
сткого сферического индентора [12; 13]:
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Как показали расчеты по выражениям (9) и (12), по-
лученные результаты при нагружении слоистого тела
осесимметричной распределенной нагрузкой и при
внедрении в него сферического индентора отличаются
не более чем на 1 %, поэтому в дальнейшем рекомен-
дуется использовать 1F .

При выводе выражений (8) и (11) использовалось
условие о равенстве перемещений для однородных тел
в точке A [13]. В работах [16; 17] предложено новое
решение для эффективного модуля упругости слоисто-
го тела при нагружении его осесимметричной нагруз-
кой для любых значений толщины покрытия, описы-
ваемое более простым выражением, в котором:

( )
( ) ( ) ( ) eIKKK

KF
⋅δ+δ−

=
0111

01
1 0

0 . (13)

Используем предложенный в [16; 17] подход для
описания внедрения в слоистое полупространство сфе-
рического индентора.

Упрощенная модель слоистого тела при описа-
нии внедрения сферического индентора. Рассмотрим
контакт жесткой сферы радиусом R со слоистым полу-
пространством (рис. 2).

a) b) c)
Рис. 2. Расчетная схема контактирования (а) и схемы контакта сферы с однородными полупространствами, имеющими харак-
теристики ν1, 1 (b) и ν 0, 0 (c)

Перемещение точки О (рис. 2а) может быть пред-
ставлено в виде суммы перемещений покрытия и осно-
вания под нагрузкой P:

Awww += δ0 .
Схему (рис. 2a) можно представить в виде жестко-

стной модели (рис. 3а).

а) b) с)

Рис. 3. Моделирование слоистого полупространства:
a — исходная схема слоистого полупространства (рис. 2);
b, c — жесткостные схемы однородных полупространств

Тогда перемещения:
( )010 ssPw += ,

где s1, s0 — жесткости слоя и основного материала,
mpaP 2π= .

Рассмотрим внедрения сфер радиусом R в два одно-
родных полупространства с упругими характеристика-
ми 1ν , E1 и 0ν , E0 под нагрузками P1 и P0 (рис. 2 b и c)
Согласно данным [15], радиус площадки контакта сфе-
ры с однородным полупространством:
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С учетом (4) и (14), сжатие однородного слоя  тол-
щиной δ (рис. 2b) определяем выражением:
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Соответствующая жесткость равна:
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Перемещение точки A0 и соответствующая жест-
кость 0s равны:
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Значение P1 определяем из условия равенства пере-
мещений при z = δ, слоистого упругого тела под на-
грузкой P и однородного материала под нагрузкой P1:
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Значение P0 определим из условия равенства пере-
мещений при z = δ, слоистого упругого тела под на-
грузкой P и однородного материала под нагрузкой P0.
В результате получим:
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Из равенства перемещений δ= ww1 и AA ww =
0

следует:
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Подставляя выражения (16), (18), (20), (21) в (22),
имеем:
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В случае приближения значений ( )δ01K к ( )δiK по-
лучим выражение (13).

Максимальные расхождения значений зависимо-
стей )(1 δnF и )(1 δRnF в диапазоне δ =0…10 при

1.0=eI не превышают 5 %, а средние расхождения не
превышают 1 %.

Предполагая применимость теории Герца для слои-
стого упругого тела с приведенным модулем упругости

RFEE 1
*
1

*
01 ⋅= , определим относительные контактные

характеристики при внедрении сферы — радиус пло-
щадки контакта Raa = , величину внедрения

Rww 00 = , максимальное давление на площадке кон-

такта ∗= 100 Epp — в зависимости от безразмерной

нагрузки ( )2
1 REPP ∗= .

При упругом контакте относительный радиус кон-
такта a определяется из следующего выражения [18]:
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Относительная величина внедрения 0w описывает-
ся выражением:

a
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Так как ( )2
0 23 aPp π= , с учетом (14) имеем:
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RFP
E
pp

π
== ∗ (27)

Для 0,4≤Ra при определении  параметров контакта
удобно использовать выражения для параболоида враще-
ния [9]:

3
2 3

4 a
RE

PP == ∗ , 2
00 aRww == . (28)

Обсуждение полученных результатов. Точное
решение пространственной осесимметричной задачи
для описания напряженно-деформированного состоя-
ния в упругом слое при внедрении в него сферического
индентора приведено в работе [2, с. 56–62], в которой
использован метод интегрального преобразования Фу-
рье – Бесселя. Результаты расчетов параметров контак-
та шарового индентора радиусом R = 2.5∙10–3 м с поли-
мерным слоем толщиной δ = 10–4 м, жестко скреплен-
ным с основанием, приведены там же на с. 68, 69 (табл.
2.1). Модули упругости и коэффициенты Пуассона ма-
териалов покрытия и основания соответственно равны:
E0 = 201 ГПа, 0ν = 0,3; E1 = 2,39 ГПа, 1ν = 0,38. Ниже в
таблице приведены некоторые данные точного реше-
ния из [2] для сравнения с результатами, полученными
по предлагаемой инженерной методике.

Для заданных значений a (столбец 1) в [2] опреде-
лены усилие внедрения P, максимальное давление на
площадке контакта p0 и величина внедрения w0 (соот-
ветственно столбцы 2–4). Для обобщения результатов
проведем сравнение безразмерных величин. Для без-
размерной нагрузки P определены относительное
внедрение 0w согласно [2] и по предлагаемой инже-
нерной методике sw0 (соответственно столбцы 6 и 7).
Максимальная погрешность по абсолютной величине
не превысила 10 %, а средняя погрешность для приве-
денных значений относительного внедрения составила
4,7 %, что свидетельствует о приемлемости предлагае-
мой методики для инженерных расчетов параметров
контакта шарового индентора со слоистым упругим
телом.

Соответствующие графические зависимости относи-
тельного внедрения от безразмерной нагрузки, рассчи-
танные по разным методикам, представлены на рис. 4.
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Таблица 1

Результаты расчетов сравнения величин относительного внедрения шарового индентора в упругий слой,
жестко скрепленный с основанием, проведенных согласно [2] и по предлагаемой методике∙ 10 ,

м P, H p0,
МПа

∙ 10 ,
м log , %

1 2 3 4 5 6 7 8
0.05 0.0002 3.69 0.0106 –7.941 4.24∙10–6 3.999∙10–6 5.67
0.1 0.0017 7.39 0.0413 –7.012 1.652∙10–5 1.6∙10–5 3.13
0.2 0.0135 14.8 0.1570 –6.112 6.28∙10–5 6.4∙10–5 –1.92
0.3 0.0464 23 0.322 –5.575 1.288∙10–4 1.21∙10–4 6.05
0.5 0.2250 40 0.804 –4.89 3.216∙10–4 3.24∙10–4 –0.76
0.8 1.04 73 1.842 –4.225 7.368∙10–4 7.842∙10–4 –6.43
1 2.23 102 2.738 –3.894 1.095∙10–3 1.156∙10–3 –5.56
2 28.3 359 9.781 –2.79 3.912∙10–3 4.225∙10–3 –7.98
3 126 804 21.45 –2.142 8.58∙10–3 8.464∙10–3 1.35
4 427 1 440 38.17 –1.612 0.015 0.016 –5.64
5 1 046 2 267 60.33 –1.222 0.024 0.025 –4.76
8 6 962 5 824 163.1 –0.399 0.065 0.062 4.2

10 16 952 8 990 260.4 –0.013 0.104 0.1 4.13
15 82 556 19 155 616.3 0.675 0.247 0.235 4.56
20 247 400 31 973 1 137 1.151 0.455 0.416 8.51

Рис. 4. Зависимость относительного внедрения 0w от без-

размерной нагрузки P

Точками обозначены зависимости по данным, при-
веденным в таблице. Сплошная линия соответствует
данным, рассчитанным по выражению (28) для значе-
ний a, приведенных в столбце 1 таблицы 1. Штриховая
линия соответствует приближенному решению осе-
симметричной контактной задачи для упругого слоя
конечной толщины [8]. Как следует из рис. 4 и таблицы 1,
приближенное решение приемлемо только для δ≤a .

На рис. 5 представлены зависимости относительно-
го радиуса площадки контакта ra и относительного
максимального контактного давления 0p от безраз-
мерной нагрузки P , полученные по выражениям (25)–
(28) в предположении применимости теории Герца.

Как следует из рис. 4 и 5, наилучшее совпадение ре-
зультатов по предлагаемой методике с точным реше-
нием [2] имеет место при определении внедрения инден-
тора (рис. 4). Это вполне объяснимо, так как в основу же-
сткостной модели слоистого тела положена зависимость
перемещений по оси симметрии от приложенного усилия.

a)

b)
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Рис. 5. Зависимости относительного радиуса площадки
контакта ra и относительного максимального контактного

давления 0p от безразмерной нагрузки
Систематическая погрешность при определении ра-

диуса площадки контакта и максимального контактного
давления связана с отличием распределения контактного
давления от «герцевского».

В работе [2] для распределения контактного давления
при внедрении сферы в полимерный слой предложено
выражение:

( )ω+= 22
0 1)( arprp , (29)

где 5.0>ω .

Автор [3] также указывает на отличие распределения
давления от «герцевского» при внедрении сферического
индентора в упругое «мягкое» или «твердое» покрытие.

Учет отличия распределения контактного давления в
рамках жесткостной модели слоистого тела требует до-
полнительных исследований.

Заключение
1. С использованием упрощенной модели слоистого

тела разработана инженерная методика определения
параметров контакта при внедрении в него сфериче-
ского индентора.

2. Произведено сравнение полученных результатов
с данными точного решения аналогичной задачи [2],
которое представляет определенные трудности для его
практического применения в инженерных расчетах,
связанные с их сложностью и трудоемкостью. Совпа-
дение приведенных графических зависимостей пара-
метров контакта от безразмерного усилия, которое из-
меняется в пределах десяти порядков, с результатами
точных решений [2] позволяет рекомендовать предла-
гаемую инженерную методику к практическому ис-
пользованию.

3. Наилучшее совпадение результатов по предла-
гаемой методике с точным решением [2] имеет место
при определении величины внедрения сферического
индентора (рис. 4). Максимальная погрешность при этом
не превысила 10 %, а средняя погрешность для приве-
денных значений относительного внедрения составила
4,7 %. Приближенное решение по внедрению сферы в
упругий слой конечной толщины [8] приемлемо только
для δ≤a .

4. Систематическая погрешность при определении ра-
диуса площадки контакта и максимального контактного
давления связана с отличием распределения контактного
давления от «герцевского». Учет этого фактора в рамках
жесткостной модели слоистого тела требует дополни-
тельных исследований.
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