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Предложен единый подход к задачам контактного взаимодействия для тел с комбинированной кинематикой в определе-
нии динамических сил сопротивления. В задачах качения с возможностью проскальзывания и верчения, скольжения с верчени-
ем, бурения, проникания для тел вращения, сверления и заглаживания пластической среды динамика процессов учитывается
не через контактные напряжения, как это принято делать, а через кинематические скорости — скольжения или погружения
(проникания), качения и верчения. Предлагается простой качественный способ нахождения аналитических зависимостей от
кинематических скоростей для силовых компонент — силы трения скольжения  или лобового сопротивления (при погружении
и проникании), моментов трения качения и верчения. Для этого установлена связь между кинематическими скоростями и
изменением размеров кинематических зон — скольжения или погружения (проникания), схватывания (сцепления) и верчения,
определяющих динамику процессов в пятне контакта. Для построения единой теории введена гипотеза о существовании та-
ких кинематических зон в поверхностном слое контактирующего тела на мезомасштабном уровне с возможностью их кон-
центраций и перехода на макроуровень. Указана причина нечувствительности теории поликомпонентного сухого трения к
изменениям угловой скорости качения, приводящая к неточностям этой теории, а для случая скольжения тела с верчением
дано качественное обоснование формул В.Ф. Журавлева. Обоснованы также  формулы для сил сопротивления со стороны
забоя скважины, которые вводились ранее автором, исходя из промысловых данных, при построении строгой теории буре-
ния. Исправлены замеченные неточности в обоснованиях качественной теории качения, а для коэффициента трения качения
принята квадратичная зависимость от скорости движения колеса.
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A unified approach to the problems of contact interaction for bodies with combined kinematics in determining the dynamic forces of resis-
tance is proposed. In problems of rolling with the possibility of slipping and spinning, sliding with spinning, drilling, penetration of the bodies of
rotation, drilling or smoothing plastic medium dynamics of the processes is taken into account via the contact voltage, as is commonly done,
and using the kinematic velocity – slipping or dipping (penetration), rolling and spinning. A simple qualitative method for the analytical depen-
dence on the kinematic velocities for the force components – the sliding friction force or drag (during immersion and penetration), the rolling
and twisting friction moments is proposed. For this purpose, the relationship between the kinematic velocities and the size of the kinematic
zones-slipping or immersion (penetration), setting (adhesion) and twisting, determining the dynamics of the processes in the contact spot is
established. To build a unified theory, the hypothesis of the existence of such kinematic zones in the surface layer of the contacting body at the
mesoscale level with the possibility of their concentration and transition to the macro level is introduced. The reason of insensitivity of the
theory of polycomponent dry friction to changes in the angular rolling speed is indicated, which leads to inaccuracies in this theory, and for the
case of sliding of a body with twisting, a qualitative justification of the formulas of V.F. Zhuravlev is given. The formulas for the resistance
forces from the side of the well, which were introduced earlier by the author based on the field data in the construction of a strict drilling theory,
are also substantiated. The noted inaccuracies in the justifications of the qualitative rolling theory are corrected, and for the coefficient of roll-
ing friction, the quadratic dependence on the wheel speed is assumed.

Key words: rolling; wheel; rolling friction coefficient; sliding of bodies with spinning; drilling; penetration; smoothing; contact in-
teraction; polycomponent dry friction; mesomechanics.
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Введение
В данной статье речь пойдет о, казалось бы, совер-

шенно разных задачах: с одной стороны, это задачи
качения и скольжения тел с верчением вдоль негладкой
поверхности, а с другой — бурения и проникания в
сопротивляющейся среде. Объединяет их только то,
что в них рассматриваются тела с комбинированной
кинематикой движения, когда рассматриваемые тела
участвуют одновременно в нескольких простых дви-
жениях. И, как следствие, выявляется сложный харак-
тер динамических сил сопротивления, для которых
отсутствуют общие методы установления аналитиче-
ских законов изменения от скоростей простых движе-
ний — составляющих комбинированной кинематики.
Определение сил сопротивления для тел с комбиниро-
ванной кинематикой всегда представляет большую
сложность и становится причиной неоднозначности в
решении этого вопроса. Эти задачи можно отнести к
динамическим задачам контактного взаимодействия,
которые принято считать труднорешаемыми [1].

Из-за сложностей с вводом сил сопротивления не-
которые из перечисленных задач решались лишь на
полуэмпирическом уровне или даже не позволяли на-
ходить искомого решения. Так, например, в задачах
бурения [2–6] существующие методы не давали воз-
можности  моделировать процесс погружения буриль-
ной колонны во время углубления забоя — самого
главного и определяющего в нахождении динамиче-
ских законов бурения. В задачах качения [7–9] возни-
кали сложности в определении силы трения скольже-
ния и моментов трения качения и верчения из-за гро-
моздких интегральных выражений для них. В задачах
проникания [10–14] тел вращения для силы лобового
сопротивления вводятся эмпирические зависимости,
где никак не учитывается влияние угловой скорости.
Как показывают промысловые данные при бурении,
угловая скорость вращения вносит существенную по-
правку для величины этой силы в сторону ее уменьше-
ния [4–6].

Следует иметь в виду, что в существующих теориях
для таких задач общепринято определять силы сопро-
тивления через контактные напряжения с привлечени-
ем методов теории упругости [1; 15]. Такой подход и
предопределяет получение сложных интегральных вы-
ражений для результирующих сил сопротивления —
громоздких и не всегда поддающихся точному интег-
рированию [1; 8; 15]. Такие выражения затрудняют
нахождение для сил сопротивления аналитических за-
висимостей от кинематических скоростей, которые
необходимы при решении динамических задач. Кроме
того, здесь возникает необходимость в определении
динамического закона распределения контактных на-
пряжений, который из-за сложностей его определения
принято заменять стационарным законом Герца [16].
Попытка упростить нахождение сил сопротивления
для случаев качения и скольжения тел с верчением бы-
ла предпринята в теории поликомпонентного сухого
трения [17–21], где интегральные выражения для них
заменялись аппроксимацией Паде. Но, как будет пока-
зано ниже, эта теория оказалась нечувствительной к
изменениям угловой скорости качения, а для случая
скольжения тела с верчением приведенные формулы

нуждаются в строгом или качественном обосновании.
Из записанных общих интегральных выражений для
сил сопротивления, определяемых через напряжения,
никак не следуют формулы В.Ф. Журавлева [17–21].
Эти формулы, скорее всего, получены полуэмпириче-
ски, пусть даже и на основе численного анализа
свойств исходных интегральных выражений.

Автором данной статьи ранее были предложены
решения сначала для задач бурения [22–24] и заглажи-
вания [25–27], а затем — качения [28–30]. В задачах
бурения соответствующие силы сопротивления вводи-
лись полуэмпирически, на основании промысловых
данных об их зависимости от кинематических скоро-
стей, с использованием аппроксимации Паде, без стро-
гих обоснований. Тем не менее, введение новых анали-
тических зависимостей для сил сопротивления позво-
лило решить вопрос о моделировании процесса погру-
жения бурильной колонны при углублении забоя и
возможность построения основ строгой теории бурения
[22–24]. Существенно, что при моделировании процес-
са бурения стало возможным учитывать возможность
кратковременных остановок (заклиниваний) враща-
тельного и поступательного движений породоразру-
шающего инструмента, в зависимости от прочностных
свойств породы в забое. Аналогичный подход в после-
дующем использовался и для создания теории проек-
тирования вибрационных заглаживающих машин [25–
27] высокой производительности по выравниванию
поверхности пластической среды (бетонной смеси).
Для задач качения, как это ни странно, соответствую-
щих экспериментальных данных в нахождении анали-
тических выражений для сил сопротивления оказалось
недостаточно, и поэтому предыдущий подход здесь не
помог. Это побудило по-новому взглянуть на процесс
качения — через динамику изменений пятна контакта.
Основанием послужили экспериментальные данные,
полученных О. Рейнольдсом в 1876 г. [31], об измене-
нии пятна контакта при качении цилиндра  без верче-
ния.  В результате была создана новая качественная
теория качения [28–30], где силы сопротивления опре-
деляются не через контактные напряжения, как это
делается в существующих теориях, а через кинемати-
ческие скорости. Для этого была установлена связь
между скоростями и изменением размеров кинемати-
ческих зон, определяющих динамику процесса в пятне
контакта. Для установления такой связи, как и в зада-
чах бурения, была использована аппроксимация Паде.
Это позволило избегать необходимости конкретного
определения самих размеров пятна контакта и кинема-
тических зон — далеко не простых задач. Применение
аппроксимации Паде дает возможность для кинемати-
ческой зоны определять, какую часть от всей площади
пятна контакта она занимает в текущий момент време-
ни. Этого оказалось вполне достаточно для установле-
ния искомой связи между скоростями и изменением
размеров кинематических зон.

Существенным является то, что в созданной теории
качения [28–30] были впервые качественно обоснованы
аналитические выражения для сил сопротивления.
Кроме того, полученные аналитические зависимости
для сил сопротивления оказались близки по виду к со-
ответствующим зависимостям других упомянутых вы-
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ше задач. Возникало естественное предположение о
том, что и в других контактных задачах, аналогично
качению, в пятне контакта возникают соответствую-
щие кинематические зоны, а силы сопротивления в
пятне контакта определяются через динамику измене-
ний размеров этих зон. Только, в отличие от задач ка-
чения без верчения, экспериментальные данные, под-
тверждающие существование таких зон, в настоящее
время отсутствуют. Проведение экспериментов для их
обнаружения предполагает высокий профессиональ-
ный уровень, наличие современной и дорогостоящей
аппаратуры.

Для обоснования таких предположений традицион-
ного феноменологического подхода на макромасштаб-
ном уровне, что предполагается в классической меха-
нике, здесь явно недостаточно. Для этого необходимы
новые подходы и принципы.  Такую возможность дает
молодая, бурно развивающаяся наука — физическая
мезомеханика, в которой сформулирована концепция
структурных уровней деформации твердых тел как но-
вая парадигма на стыке физики и механики деформи-
руемого твердого тела. Физическая мезомеханика [32–
34] описывает нагруженное твердое тело как иерархи-
ческую систему, в которой процессы деформации и
разрушения развиваются самоорганизованно на микро-
, мезо- и макромасштабных уровнях. Усредненное
движение конечного числа мезообъемов позволяет по-
лучить макроописание деформируемого твердого тела.
В задачах контактного  взаимодействия наиболее важ-
ную роль будет играть поверхностный слой [35], тол-
щина которого 5–200 мкм, где в первую очередь заро-
ждаются локальные несплошности и микротрещины
вследствие деградации поверхности при трении.

Излагаемый ниже общий подход к контактным за-
дачам для тел с комбинированной кинематикой строит-
ся на основе ранее полученных результатов новой ка-
чественной теории качения [28–30], основ строгой тео-
рии бурения [22–24] и теории заглаживания пластиче-
ской среды [25–27], ранее созданных автором. А также
физической мезомеханики и экспериментальных дан-
ных, полученных в рамках этой теории. Качественная
теория качения при этом уточняется, и исправляются
замеченные автором ошибки в ее обосновании. Для
коэффициента трения качения принята квадратичная
зависимость от скорости движения колеса — более
общая в сравнении с тем, что предлагает закон Амон-
тона – Кулона.

Некоторые определения
• Комбинированная кинематика — это такое дви-

жение, когда тело одновременно участвует в несколь-
ких простых движениях: вращательном, с возможно-
стью качения и верчения по отдельности или одновре-
менно, и поступательном.

Под контактным взаимодействием тел с комбини-
рованной кинематикой в статье подразумеваются такие
задачи:

• качения — качение колеса или шара вдоль шеро-
ховатой плоскости с возможностью проскальзывания и
верчения вокруг вертикального диаметра к опорной
плоскости;

• скольжения с верчением — движение тела вдоль
шероховатой плоскости с одновременным участием в
скольжении и верчении;

• упрощенный вариант бурения — погружение
вращающегося породоразрушающего инструмента (до-
лота) при углублении забоя скважины, без детализации
динамики перекатывания шарошек в забое;

• проникания — движение тела вращения в сопро-
тивляющейся среде с возможностью погружения и
верчения;

• сверления — движение вращающегося сверла в
сопротивляющейся среде с возможностью погружения
и верчения;

• упрощенный вариант заглаживания — движение
дискового рабочего органа в пластической среде, без
учета движения вдоль ее поверхности, с одновремен-
ным участием в погружении и верчении (длительное
заглаживание на одном месте).

Последние четыре из перечисленных задач в огово-
ренных вариантах, несмотря на различие их назначе-
ний, описываются практически одинаково. Поэтому
эти задачи для краткости в дальнейшем будут назы-
ваться задачами бурения. Также для краткости в даль-
нейшем для вышеперечисленных задач будем пользо-
ваться термином «силовые компоненты», который оп-
ределяет:

• силу трения скольжения и моменты трения каче-
ния и верчения — для задач качения;

• силу трения скольжения и момент трения верче-
ния — для задач скольжения с верчением;

• силу лобового сопротивления и момент сопротив-
ления вращению (верчению) — для задач бурения;

В рассматриваемых задачах силовые компоненты
зависят от следующих кинематических скоростей:

• линейной скорости проскальзывания и угловых
скоростей качения и верчения — для задач качения;

• линейной скорости скольжения и угловой скоро-
сти верчения — для задач скольжения с верчением;

• линейной скорости погружения и угловой скоро-
сти вращения (верчения) — для задач бурения.

Введем строгие определения кинематических зон,
возникающих в пятне контакта:

• зона скольжения — область пятна контакта, где
точки соприкосновения одного контактирующего тела
имеют одинаковые скорости скольжения относительно
другого контактирующего тела (например, опорной
поверхности);

• зона верчения — область пятна контакта, где точ-
ки соприкосновения одного контактирующего тела
имеют разные скорости скольжения относительно дру-
гого контактирующего тела;

• зона схватывания (сцепления) — область пятна
контакта, где точки соприкосновения контактирующих
тел неподвижны относительно друг друга;

• зона погружения (проникания) — область пятна
контакта, где точки соприкосновения одного контакти-
рующего тела имеют одинаковые скорости погружения
(проникания) относительно поверхности другого кон-
тактирующего тела (обычно неподвижного тела, на-
пример, забоя скважины или поверхности пластиче-
ской среды).
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В рассматриваемых задачах пятно контакта может
включать в себя следующие кинематические зоны:

• сцепления, скольжения и верчения — для задач
качения;

• скольжения и верчения — для задач скольжения с
верчением;

• погружения и верчения – для задач бурения.

Основания и гипотезы новой теории. Исходя из
положений мезомеханики [32–34], будем полагать, что
для поверхностного слоя справедливо следующее.  При
любом движении трущихся тел в пятне их контакта
могут возникать на мезомасштабном уровне все виды
кинематических зон, перечисленные выше. Это проис-
ходит вследствие шероховатости трущихся тел на ме-
зоуровне в виде выступов, которые располагаются хао-
тично, под разными углами по отношению друг к дру-
гу, и обладают упругостью, наличием углублений и
трещин. При этом все такие кинематические мезозоны
обладают малым временем жизни, располагаются хао-
тично и без каких либо концентраций, если они отве-
чают за не доминирующие движения, которые опреде-
ляются скоростями на мезомасштабном уровне. Для
кинематических мезозон доминирующих движений,
которые проявляются скоростями уже макромасштаб-
ного уровня, будет наблюдаться рост их числа, времени
жизни и размеров с возможностью их концентраций и
упорядоченности. Последнее может приводить к объе-
динению близлежащих таких зон в отдельные области,
которые могут разрастаться и таким образом перехо-
дить из мезомасштабного уровня в макромасштабный.
На макромасштабном уровне появляется возможность
их заметить, что удалось, например, О. Рейнольдсу [31]
в своих экспериментах с качением цилиндра, где доми-
нирующими движениями были качение и скольжение.
Следует ожидать и обратную картину. Если какое-либо
из доминирующих движений утрачивает свое значение
за счет уменьшения соответствующей скорости, то и
области, объединяющие кинематические мезозоны
этих движений, начинают уменьшаться и распадаться
на отдельные мезозоны. В этом случае будет происхо-
дить обратный переход — от макромасштабного уров-
ня к мезомасштабному, с потерей их видимости. Коли-
чество таких мезозон, их упорядоченность и концен-
трация, время жизни тоже будут сокращаться. В опы-
тах О. Рейнольдса подобное проявлялось в виде потери
зоны скольжения или схватывания в пятне контакта
при уменьшении или увеличении движущего момента,
что приводило к исчезновению скорости проскальзы-
вания (возникало чистое качение) или угловой скоро-
сти качения (возникало чистое скольжение). То же са-
мое наблюдалось и при увеличении или уменьшении
тормозного момента.

Других экспериментальных данных, напрямую под-
тверждающих наличие соответствующих кинематиче-
ских зон, к сожалению, нет. Возможно, из-за того, что
никто не ставил цель обнаружить их ввиду отсутствия
подобной теории.

Существующие экспериментальные исследования
на мезомасштабном уровне [32–34] в основном посвя-
щены решению вопросов прочности металлов, возник-
новения пластических деформаций и трещин, изно-

шенности материала при трибоконтакте [35; 36]. Тре-
ние тел с комбинированной кинематикой на мезомас-
штабном уровне никто не изучал. В поверхностном
слое лишь при возникновении пластических деформа-
ций определялись распределение скоростей [35; 36].
Последнее можно рассматривать как косвенное под-
тверждение существования кинематических зон — на-
правление пластических деформаций следует ожидать
в направлении скорости относительного движения со-
прикасающихся тел.

Для нахождения аналитических зависимостей для
силовых компонент от кинематических скоростей при-
мем следующие предположения-гипотезы:

1. Пятно контакта может либо состоять только из
одной кинематической зоны, либо включать в себя не-
сколько кинематических зон, отвечающих за простые
движения — составляющие комбинированной кинема-
тики движения рассматриваемой контактной задачи.

2. В задачах качения и бурения (проникания) пятно
контакта формируется, изменяя свою форму, размеры и
площадь, во время одного из простых движений тела,
которое предшествует началу комбинированной кине-
матики движения (в задачах скольжения тел с верчени-
ем пятно контакта изначально сформировано и всегда
соответствует площади соприкасающихся тел).

3. Сформировавшееся пятно контакта во время
комбинированной кинематики движения может изме-
нять свою форму и размеры в результате соответст-
вующих изменений отдельных кинематических зон или
рождения новых и  исчезновения старых, сохраняя при
этом свою площадь (изменение отдельных кинематиче-
ских зон может происходить только за счет изменений
других зон пятна контакта в каждый момент времени).

4. Рост отдельной кинематической зоны или пятна
контакта во время его формирования по размерам и
площади может происходить при увеличении и в на-
правлении соответствующей кинематической скорости,
отвечающей за данное простое движение; справедливо
и обратное.

5. Законы Амонтона – Кулона справедливы для
кинематических зон мезомасштабного или макромас-
штабного уровня, отвечающих за простые движения.

Следует заметить, что ранее, в первоначальной вер-
сии качественной теории качения [28–30], ошибочно
предполагалось, что зона скольжения может состоять
одновременно из двух совпадающих по размерам и
положению зон скольжения и верчения. На основании
приведенных выше определений для кинематических
зон, такое предположение было ошибочным — эти ки-
нематические зоны не могут совпадать или иметь об-
щие области. Сделанное уточнение упрощает обосно-
вание полученных ранее формул для силовых компо-
нент сопротивления для качения с верчением, при этом
ранее приведенные формулы остаются в силе.

Отметим также, что согласно введенной гипотезе 4
гипотеза об увеличении длины зоны сцепления в пятне
контакта по мере роста модуля угловой скорости, при-
нятая в первоначальной теории качения, распространя-
ется и на случаи чистого качения колеса, когда про-
скальзывание отсутствует — ранее такая гипотеза вво-
дилась только для случая качения с проскальзыванием.
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Полученные результаты. Созданная теория дает
общий подход в нахождении аналитических зависимо-
стей для силовых компонент от кинематических скоро-
стей в задачах  контактного взаимодействия  (для тел с
комбинированной кинематикой движения) и качест-
венное обоснование для них. Приведенные ниже фор-
мулы для силовых компонент показывают, от каких
кинематических скоростей эти компоненты зависят
прямо пропорционально, а от каких — обратно. Приве-
дено качественное обоснование этого.

1. В задачах качения [28–30].

;fNFF,
bR

FF ==
∆+β+γκε+υ

∆+υ
= ≡γ≡β 000 

(1)

;NMM,
aR

R
MM ρ==

∆+υ+γκε+β

∆+β
= ≡υ≡γ 000 




(2)

.N~MM

,
Rb̂â
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Здесь −zM,M,F соответственно сила трения
скольжения, моменты трения качения и верчения; точ-
ка здесь и далее означает дифференцирование по вре-
мени t ; −N,R соответственно радиус колеса и сила
давления; −γβυ  ,, кинематические скорости: скольже-
ния, качения, верчения (рис. 1 и 2); −∆κ b̂,â,,,b,a ко-
эффициенты аппроксимации, которые определяются
экспериментально; −ε средний радиус пятна контакта;

−ρρ ~,,f коэффициенты трения, соответственно,
скольжения, качения и верчения, определяемые со-
гласно закону Амонтона – Кулона, справедливость ко-
торого предполагается для скольжения, верчения и ка-
чения, когда они присутствуют порознь:
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>ρρ=µ , т. е. считается, что трение скольжения
– качения – верчения покоя не равно трению скольже-
ния – качения – верчения движения. Закон Амонтона –
Кулона для качения (4) в дальнейшем будет уточнен.
Заметим, что ранее в формулах (1), (2) вместо выраже-
ния βR использовалось выражение βε  , что не прин-

ципиально, но, по мнению автора, было менее пра-
вильным; кинематические скорости берутся по моду-
лю, если эти скорости могут менять свой знак.
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Рис. 1. Колесо при качении с проскальзыванием и верчением
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Рис. 2. Пятно контакта колеса

1. Формула (1) определяет, какая часть от 0F — си-
лы трения при чистом скольжении — приходится в
данный момент времени на силу трения скольжения.
Здесь следует иметь в виду, что увеличение υ , со-
гласно гипотезе 4, приводит к росту площади зоны
скольжения, а значит, и росту силы давления, прихо-
дящейся на данную зону, и тем самым, согласно закону
Амонтона – Кулона, к росту силы трения скольжения.
Рост угловых скоростей качения и верчения по моду-
лю, опять же согласно гипотезе 4, ведет к росту зон
сцепления и верчения, что может происходить только
за счет уменьшения зоны скольжения, а значит — к
уменьшению силы трения скольжения. Максимальное
по модулю значение силы трения скольжения достига-
ется, когда пятно контакта полностью занято зоной
скольжения, т. е. при 0≡γ≡β  .

2. Формула (2) определяет, какая часть от 0M —
момента трения при чистом качении — приходится в
данный момент времени на момент трения качения.
Здесь следует иметь в виду, что увеличение β , соглас-

но гипотезе 4, приводит к росту площади зоны сцепле-
ния, а значит, и росту силы давления, приходящейся на
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данную зону, и тем самым, согласно закону Амонтона
– Кулона, к росту момента трения качения. Здесь также
следует принять во внимание и то, что зона сцепления
вытягивается в сторону качения — возрастает и плечо
пары, создающей момент трения качения. Рост скоро-
сти скольжения и угловой скорости верчения по моду-
лю, опять-таки согласно гипотезе 4, ведет к росту зон
скольжения и верчения, что может происходить только
за счет уменьшения зоны сцепления, а значит, — к
уменьшению момента трения качения. Максимальное
по модулю значение момента трения качения достига-
ется, когда пятно контакта полностью занято зоной
сцепления, т. е. при 0≡γ≡υ  .

3. Формула (3) определяет, какая часть от 0zM —
момента трения при чистом верчении — приходится в
данный момент времени на момент трения верчения.
Здесь следует иметь в виду, что увеличение γ , соглас-
но гипотезе 4, приводит к росту площади зоны верче-
ния, а значит, и росту силы давления, приходящейся на
данную зону, и тем самым, согласно закону Амонтона
– Кулона, к росту момента трения верчения. Рост ско-
рости скольжения и угловой скорости качения по мо-
дулю, опять согласно гипотезе 4, ведет к росту зон
скольжения и сцепления, что может происходить толь-
ко за счет уменьшения зоны верчения, а значит, — к
уменьшению момента трения верчения. Максимальное
значение по модулю момента трения верчения достига-
ется, когда пятно контакта полностью занято зоной
верчения, т. е. при 0≡υ≡β .

В законе Амонтона – Кулона для качения коэффи-
циент трения качения ρ, согласно (4), принято считать
постоянной величиной, не зависящей от скорости дви-
жения колеса. Однако, согласно излагаемой здесь тео-
рии и введенной аксиоме (4), при росте скорости дви-
жения колеса будут вытягиваться пятно контакта и
зона сцепления  в направлении качения. Это должно
привести к возрастанию момента трения качения за
счет увеличения плеча пары, образующей этот момент.
Тем самым, коэффициент трения качения должен быть
прямо пропорционален скорости движения центра ко-
леса x, которая связана с угловой скоростью и скоро-
стью проскальзывания соотношением: .β+υ=  Rx . Введем
полуэмпирическую зависимость для коэффициента
трения качения: ( ) β+ρ=ρ  signx 2

0 h1 во время движе-
ния колеса. Здесь учтены опытные данные, говорящие
о том, что коэффициент трения качения почти не изме-
няется при малых скоростях движения колеса и начи-
нает быстро нарастать после превышения некоторой
скорости. Таким образом, уточненная характеристика
изменения коэффициента трения качения принимается
такой:
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коэффициент, определяющий

относительное изменение коэффициента трения каче-
ния при единичном значении скорости движения цен-
тра колеса: 1=x , имеет размерность в 22/мc ; 0ρ — об-
щепринятое значение коэффициента трения качения,
не учитывающее динамику, т. е. скорость движения
колеса. Зависимость (5), по мнению автора, будет более
точно определять закон изменения для коэффициента
трения качения.

Данное уточнение позволяет наиболее просто объ-
яснить причину нечувствительности теории поликом-
понентного сухого трения и, как следствие, несовпаде-
ние формул В.Ф. Журавлева для случая качения в
сравнении с приведенными здесь формулами (1)–(3). В
теории поликомпонентного сухого трения, согласно
[17–21], за основу принята формула [39]:

( )x)y,x()y,x(кач h1 ′+σ=σ , где )y,x(σ определяет за-
кон изменения нормальных напряжений, который, вви-
ду невозможности его точного нахождения, обычно
задают по формуле Герца [16]; h′ — устанавливает
смещение центра тяжести диаграммы нормальных на-
пряжений в направлении качения. Нетрудно видеть,
что h′ и h имеют близкое смысловое значение. Суще-
ственным недостатком приведенного соотношения для
определения )y,x(качσ является то, что оно стацио-
нарно и никак не учитывает динамику качения. Этот
недостаток, по мнению автора, можно было частично
исправить, если смещение центра тяжести диаграммы
напряжений учитывать в зависимости от изменения
скорости движения центра колеса x , т. е. в динамике:

( )( ).)y,x()y,x(кач β+υ′+σ=σ Rh1 А самое главное, в

этом случае теория В.Ф. Журавлева стала бы чувстви-
тельной и к изменениям угловой скорости β напрямую,
а не косвенно — через скорость проскальзывания υ ,
как это делалось ранее.

2. Задачи скольжения тела с верчением [17].
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Здесь −zM,F соответственно сила трения сколь-
жения, момент трения верчения; −N сила давления;

−γυ , кинематические скорости скольжения, верчения;
−∆,b,a коэффициенты аппроксимации, которые опре-

деляются экспериментально; −ε средний радиус пятна
контакта; −ρ~,f коэффициенты трения соответственно
скольжения и верчения, которые определяются соглас-
но закону Амонтона – Кулона, справедливость которо-
го предполагается для скольжения и верчения, когда
они присутствуют порознь:
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1. Формула (6) определяет, какая часть от 0F — си-
лы трения при чистом скольжении — приходится в
данный момент времени на силу трения скольжения.
Здесь следует иметь в виду, что увеличение υ , со-
гласно гипотезе 4, приводит к росту площади зоны
скольжения, а значит, и росту силы давления, прихо-
дящейся на данную зону, и тем самым, согласно закону
Амонтона – Кулона, к росту силы трения скольжения.
Рост угловой скорости верчения по модулю, согласно
гипотезе 4, ведет к росту зоны верчения, что может
происходить только за счет уменьшения зоны сколь-
жения, а значит, — к уменьшению силы трения сколь-
жения. Максимальное по модулю значение силы тре-
ния скольжения достигается, когда пятно контакта
полностью занято зоной скольжения, т. е. при 0≡γ .

2. Формула (7) определяет, какая часть от 0zM —
момента трения при чистом верчении — приходится в
данный момент времени на момент трения верчения.
Здесь следует иметь в виду, что увеличение γ , соглас-
но гипотезе 4, приводит к росту площади зоны верче-
ния, а значит, и росту силы давления, приходящейся на
данную зону, и тем самым, согласно закону Амонтона
– Кулона, к росту момента трения верчения. Рост ско-
рости скольжения по модулю, согласно гипотезе 4, ве-
дет к росту зоны скольжения, что может происходить
только за счет уменьшения зоны верчения, а значит, —
к уменьшению момента трения верчения. Максималь-
ное значение по модулю момента трения верчения дос-
тигается, когда пятно контакта полностью занято зоной
верчения, т. е. при 0≡υ .

Здесь полученные формулы подтверждают теорию
поликомпонентного сухого трения [17].

3. Задачи бурения (проникания, сверления и за-
глаживания) [22–27].

;
b

FFc ∆+γε+υ
∆+υ=
0 (8)

.
b

F~M c ∆+γε+υ
∆+υρ=
0 (9)

Здесь −cc M,F соответственно сила лобового со-
противления и момент сопротивления вращению (вер-
чению); −0F коэффициент, определение которого по-
казано в работах [22-27]; −γυ , кинематические скоро-
сти погружения (проникания) и вращения (верчения)
рабочего органа; −∆,b коэффициенты аппроксимации,
которые определяются экспериментально; −ε средний
радиус пятна контакта; −ρ~ удельный момент сопро-
тивления на единицу давления в забое, имеющий фи-
зическую природу, близкую к коэффициенту трения
скольжения, который, будем полагать, изменяется со-
гласно закону Амонтона – Кулона:

[ ] .если,при,~,~при,sign~~ 00;0 110 ≡υ≡γρρ−≠γγρ=ρ 

При определении силовых компонент сопротивле-
ния при погружении (проникании) следует принимать
во внимание средний радиус кинематической зоны по-
гружения (проникания) как аналог среднего радиуса
миделевого сечения тела. В приведенных формулах
учтено, что при увеличении скорости погружения υ
будет расти кинематическая зона погружения, а значит,
и ее средний радиус, приводящий к росту силы лобово-
го сопротивления (как возрастание силы лобового со-
противления при росте радиуса миделевого сечения в
задачах проникания при обычном подходе). При уве-
личении угловой скорости вращения (верчения) по мо-
дулю γ (в задачах бурения и заглаживания γ может
менять свой знак) будет расти кинематическая зона
верчения за счет уменьшения кинематической зоны
погружения, т.е. в этом случае будут уменьшаться
средний радиус кинематической зоны погружения и
сила лобового сопротивления тоже. Все это учтено в
формуле  (8), а формула (9) записана в соответствии с
законом Амонтона– Кулона. Заметим, что в задачах
проникания для тел вращения [10–14], входящих в со-
противляющуюся среду с большой скоростью υ , в
приведенных формулах (8) и (9) следует использовать
аппроксимацию Паде более высокого порядка.

Здесь ранее введенные формулы для задач бурения
подтверждаются [22–24].

Выводы
1. Новая теория очень хорошо объясняет и обосно-

вывает известные аналитические зависимости для си-
ловых компонент сопротивления от кинематических
скоростей для контактных задач с комбинированной
кинематикой.

2. Для случаев скольжения тела с верчением [17], бу-
рения [22–24] и заглаживания [25–27] формулы для на-
хождения сил сопротивления полностью подтвердились.

3. Для случая качения были получены иные форму-
лы, чем те, которые используются в теории поликом-
понентного сухого трения [17]. Автор объясняет это
отсутствием чувствительности теории В.Ф. Журавлева
к изменениям угловой скорости качения.

4. Новая теория дает общий подход к решению ди-
намических задач контактного взаимодействия для тел
с комбинированной кинематикой.

5. Теория нуждается в экспериментальной проверке
гипотезы о существовании кинематических зон на ме-
зомасштабном и макромасштабном уровнях в поверх-
ностном слое трущихся тел с комбинированной кине-
матикой движения (только при качении с проскальзы-
ванием имеется прямое экспериментальное подтвер-
ждение гипотезы).
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