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Ножевые размалывающие машины — это основное технологическое оборудование для размола волокнистых материалов в
целлюлозно-бумажной промышленности. Именно в этих машинах закладываются основные свойства бумаги и картона. В
статье сделана попытка применить теорию контакта применительно к размалывающей гарнитуре с учетом ее износа. В
качестве модели волокнистых материалов при жидкостном трении гарнитуры использована модель Кельвина – Фойгта.
Вязкоупругие свойства материала гарнитуры и размалываемого волокнистого материала оказывают существенное влияние
на формирование рельефа поверхности гарнитуры при изнашивании. Форма износа ножей гарнитуры мельницы зависит от
следующих комплексов: триботехнических свойств материала гарнитуры; отношения времени релаксации и последствия
волокнистой прослойки; отношения времени воздействия ножей гарнитуры за один период к времени последствия волокни-
стой прослойки. По результатам вычислений построен график формы поверхности гарнитуры в установившемся режиме
изнашивания. Показаны факторы, влияющие на форму износа, глубину и амплитуду впадин поверхности гарнитуры.  Получена
теоретически и экспериментально подтвержденная установившаяся форма изношенной поверхности гарнитуры. Исследован
коэффициент трения между ротором и статором, показано влияние на этот коэффициент геометрических размеров гар-
нитуры и свойств волокнистой прослойки. Предложены новые конструкции размалывающих машин, использующие трение
качения в зоне размола. Конструкции этих машин защищены патентами Российской Федерации.
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Knife grinders are the main technological equipment for grinding fibrous materials in the pulp and paper industry. It is in these ma-
chines that the basic properties of paper and cardboard are laid. The article makes an attempt to apply the theory of contact to a grind-
ing set with regard to its wear and tear. As a model of fibrous materials in the liquid friction of the headset, the Kelvin-Voigt model is
used. Viscoelastic properties of the material of the headset and the grinded fibrous material have a significant effect on the formation of
the surface relief of the headset when worn. The form of wear of the knives of the mill's headset depends on the following complexes:
tribotechnical properties of the headset material; relation of relaxation time and the consequences of fibrous interlayer; the ratio of the
time of action of the knives of the headset in one period to the time of the consequences of the fibrous interlayer. Based on the results of
calculations, a graph of the shape of the surface of the headset is constructed in the steady-state wear mode. The factors affecting the
form of wear, the depth and amplitude of the head surface cavities are shown. The theoretically and experimentally confirmed steady-
state shape of the worn out surface of the headset is obtained. The coefficient of friction between the rotor and the stator is investigated,
the influence of the headset and the properties of the fibrous layer on this coefficient is shown. New designs of grinding machines using
rolling friction in the grinding zone are proposed. The designs of these machines are protected by patents of the Russian Federation.

Keywords: mills; fibrous material; knife tackle; knife; pressure; contact; grinding; forces; wear.

Введение
Ножевые размалывающие машины — это основное

технологическое оборудование для размола волокни-

стых материалов в целлюлозно-бумажной промышлен-
ности. При размоле волокнистых материалов в мель-
ницах закладываются основные свойства выпускаемой

mailto:acbp200558@mail.ru
mailto:bmapt@sibgtu.ru
mailto:cvpsivakov@yandex.ru
mailto:acbp200558@mail.ru
mailto:bmapt@sibgtu.ru
mailto:cvpsivakov@yandex.ru


Системы Методы Технологии. С.Н. Вихарев и др. Исследование размола … 2018 № 3 (39) с. 108-115

109

продукции [1; 2]. Эти машины относятся к самому
энергоемкому оборудованию при производстве бумаги,
картона и древесных плит [2–5]. Актуальность иссле-
дования размола в ножевых размалывающих машинах
подтверждена публикациями с анализом различных
аспектов в области гидродинамики [6–11 и др.] и сило-
вого взаимодействия [2; 3; 12–20 и др.].

Однако исследование таких задач осложнено осо-
бенностями взаимодействия ножей гарнитуры мельниц
и свойств волокнистых материалов.  В статье сделана
попытка применения теории контакта к исследованию
процесса размола и износа гарнитуры в ножевых раз-
малывающих машинах.

Постановка задачи. Задача формируется в рамках
развития классических моделей механики сплошных
сред и основывается на теории дискретного контакта
двух тел [21–26]. Рассмотрим скольжение ножей гар-
нитуры ротора по ножам статора с постоянной скоро-

стью V (рис. 1). Ножи ротора и статора отделены друг
от друга вязкоупругим волокнистым материалом. Фор-
ма ножей описывается обобщенной функцией Хеви-
сайда f(x,z). Ножи расположены вдоль оси х с периодом
l. Введем неподвижную систему координат ),,( zyx ′′′
так, что ее начало в момент времени t = 0 расположено
в центре одного ножа ротора, ось x′ направлена вдоль
вектора скорости, а ось y ′ — в центр межножевой
канавки статора. Также введем подвижную со скоро-
стью систему координат (x, y, z), связанную с ротором

и движущуюся со скоростью V .
Форма ножей описывается как:

ƒ(х, у) = h0/2 + ∑ =
n
j 1

(1–h0/hpj)hpj ΔΓxj,z j, ),0( rz ∈
),,0( lx ∈

где ΔΓxj,z j = Γ( x,z– xj,z j ) – Γ[x,z– xj,z j – (a+b)j,сj]; Γ(x,z)
— единичная функция Хевисайда; xj,z j — координата
точки начала j-го ножа, (a+b)j; сj — соответственно ши-
рина и длина j-го  ножа; h0 — толщина  гарнитуры, hрj
— высота j-го ножа; n — число ножей; r — радиус но-
жевой гарнитуры.

В зоне контакта Ω выполняется условие:

+= δzxw ),( f(x,z), (x, z) Ω∈ ,

где ),( zxw — нормальные перемещения границы
вязкоупругого слоя вследствие его деформирования; δ
— сближение ножей ротора и статора за счет деформи-
рования.

Контактное давление ),( zxp вне площадок контак-
та и на ее границе (–a(z), b(z)) равно нулю:

,0),( =zxp Ω∉),( zx , p(-a(z))= p( b(z))=0. (1)

Нормальные перемещения и давление по координа-
те x удовлетворяют условиям периодичности:

),(),( zlxwzxw += , ).,(),( zlxpzxp +=

Уравнение равновесия для ножа имеет вид

,),( Pdxdzzxp =∫∫
Ω

где P — нагрузка на один нож.
Впервые контактное взаимодействие гарнитуры

мельниц с волокнистым полуфабрикатом было рас-
смотрено в статье [27]. Схема сил, действующих на
ножи, показана на рис. 2. вd PT , — тангенциальная и
нормальная составляющие силы реакции волокнистой
прослойки.

Рис. 1. Схема контактного взаимодействия ножей: — ротор;
2 — статор

Рис. 2. Схема сил, действующих на нож при размоле волок-
нистой массы

Для площадки контакта (a+b) ножей гарнитуры
справедливы безразмерные отношения нормальной и
тангенциальной составляющей силы реакции волокни-
стой прослойки и момента сопротивления движения
ножа [27]:
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∫∫Ω
= ,ˆˆ)ˆ,ˆ(ˆˆ zdxdzxpxM



где N — число тонких полос, параллельных направле-
нию скольжения; −− jj ba ˆ,ˆ границы j полосы шириной

)ˆ,ˆ(ˆ;ˆ jj zxpz∆ — распределение давления в зоне контак-

та; zx ˆ,ˆ — безразмерные координаты.
Коэффициент трения скольжения между ножами

ротора и статора можно определить как:
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вd PT


/=µ .

Скорость линейного изнашивания контактирующих

тел
t

tx
∂

∂ω ),( связана с давлением p(x,t) соотношением

[28]:
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где −Κω )(x коэффициент износа поверхности,
−αΚ=+Κ ωω ),()( xlx экспериментальный параметр; p̃

— некоторое характерное давление; −ω ),( tx износные
перемещения границы тела.

Полагаем, что параметр α является постоянной ве-
личиной. Это допущение позволяет упростить даль-
нейшие выкладки и облегчить анализ результатов, не
искажая исследования качественно.

Если поверхность жесткого полупространства в на-
чальный момент времени совпадает с координатной
плоскостью (x, z), то условие контакта имеет вид:

),(),(),( tDtxtxu y =ω+ (4)

где −),( txuy перемещения точек поверхности волок-
нистой прослойки; D(t) — сближение ротора и статора
в результате действия нагрузки.

Полная нагрузка на период l (рис. 1) при y = 0 оп-
ределяется выражением:

∫=
l

dxtxptP
0

.),()( (5)

Рассматриваемая задача является плоской периоди-
ческой с периодом l . Начальное давление между рото-
ром и статором распределено равномерно, т. е.
р (х,0) = Р(0)/ l ),( +∞−∞∈x . В процессе изнашива-
ния гарнитуры происходит формоизменение первона-
чально плоской рабочей поверхности ножей и перерас-
пределение контактного давления p(x, t). Пусть функ-
ция f(x, t) описывает линию пересечения жесткого не-
однородного полупространства с плоскостью (x, y).
Причем в начальный момент времени f(x, 0) = 0. Необ-
ходимо определить асимптотику функции f(x, t) при

∞→t . Влиянием сил трения на распределение кон-
тактных давлений пренебрегаем.

Модель волокнистой прослойки. Модель волок-
нистой прослойки при размоле в ножевых размалы-
вающих машинах рассмотрена в статьях [29; 30 и др.].
Для описания свойств волокнистой прослойки вос-
пользуемся двумерным аналогом модели Максвелла –
Кельвина. Соотношение в случае плоской деформации
имеет вид [22]:
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где E — модуль Юнга; v — коэффициент Пуассона;

σ

εΕ
T
T — мгновенный модуль упругости;

εT
1 — коэффи-

циент скорости последействия, σε TT  .
Компоненты тензоров деформаций и напряжений в

движущейся (0, x, y, z) и неподвижной (0, x', y' z') системах
координат связанны между собой уравнениями [28]:
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Функции *
ijε , *

ijσ удовлетворяют эквивалентным
уравнениям равновесия, закону Гука для изотропного
упругого тела, а *

ijε — уравнениям совместности де-
формаций или тождествам Сен-Венана.

Определим связь между перемещениями точек по-
верхности )(* xu y и контактным давлением )(* xp с

помощью оператора А )]([ * xp :

)]([)( ** xpxuy Α= .                                (7)

Метод решения. Система уравнений (3)–(5), (7) яв-
ляется замкнутой и позволяет определить контактное
давление и форму изношенной поверхности ножей
гарнитуры. Найти решение этой системы в произволь-
ный момент времени возможно только при использо-
вании численных методов. Однако если скорость изно-

са
t

tx
∂

ω∂ ),(
постоянна, то распределение давлений p(x,

t) согласно (3) не зависит от времени:

,),(
∞=

∂
ω∂ D

t
tx

(8)

).,(lim)( txptp t ∞→∞ = (9)

Условия (8) и (9) на практике соответствуют усло-
виям установившегося изнашивания. В этом режиме
скорость V, область контакта Ω и сближение D не зави-
сят от времени. При ∞→t контактное давление

)(xp∞ и вязкоупругие перемещения )(xuy
∞ являются

периодическими функциями координаты x в силу ог-
раничений, наложенных на функцию )(xωΚ .

Кроме того, когда оператор A[p (x)] не зависит от
времени, существует стационарное решение системы
(3)–(5), (7). В работе [23] показано, что стационарное
решение асимптотически устойчивое, если A[p (x)] ве-
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щественный, непрерывный, самосопряженный и поло-
жительно определенный оператор.

Решение задачи. Чтобы получить перемещения
)(xuy

∞ , решаем уравнение:
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Примем обозначение:
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Ограничимся случаем, когда ядро K( – x) операто-
ра )]([ xpA ∞ является периодической функцией с пе-

риодом l . В этом случае можно записать:
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Решение уравнения (10) имеет вид:
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Примем во внимание значение интеграла:
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Подставляем (14) в (13) и после преобразований по-
лучим:
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Выражение (15) можно упростить, проинтегрировав
по частям интеграл и воспользовавшись свойством пе-
риодичности )()( xlx ϕ=+ϕ , получим уравнение (16):
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Воспользуемся (13) и окончательно получим пере-
мещения на поверхности волокнистого материала при

∞→t , уравнение (17):
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Проанализируем выражение (17). Решение вязкоуп-
ругой задачи содержит решение упругой )(xϕ в явном
виде. При предельном переходе к упругому случаю
значение мгновенного модуля упругости стремится к

значению модуля Юнга, т. е. отношение
σ

ε

T
T стремится

к единице, и последнее слагаемое в уравнении (17) об-
ращается в ноль.

При исследовании контакта ножей гарнитуры рото-
ра и статора коэффициент износа )(xωΚ принадлежит
к классу кусочно-постоянных функций:
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[ ]
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где 1ωΚ и 2ωΚ — коэффициенты износа ножей и меж-
ножевых канавок гарнитуры ])1(,[ lnanl ++ ,

)( 21 ωω ΚΚ  . Распределение контактного давления при
∞→t получим, подставляя уравнения (8) и (18) в за-

кон износа (3):
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С учетом этого выражения преобразуем последний
интеграл по аргументу в (17):
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где ∆p = p2 – p1.

Ядро оператора )( x−ξΚ в случае плоской перио-
дичной контактной задачи [26]:
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l
x

E
vx )(sin2ln)1(2)(

2 −ξπ
π
−−=−ξΚ .       (21)

Преобразуем уравнение (17), используя соотноше-
ния (11), (19)–(21):
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Форму изношенной поверхности гарнитуры опре-
деляют износные перемещения границы тела ),( txω .
Однако износные перемещения могут быть определены
с точностью до неизвестной постоянной, которая зави-
сит от времени (4). Определим форму поверхности f(x)
при ∞→t как:

)()( xuxf y
∞= .                                 (23)

Введем обозначения:
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С помощью уравнения (18) выразим давление 1p и
2p через постоянную нагрузку, действующую на пе-

риод, ∞P и отношение коэффициентов интенсивности
износа m:

lma
mpp

′−
=

α
∞

)ˆ1( 1

1

1 lma
pp

′−
= ∞

)ˆ1( 1
2 ,      (25)

где
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Выражение, соответствующее форме изношенной
поверхности с учетом принятых безразмерных обозна-
чений, приобретает вид:
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Результаты исследований и их анализ. Зависи-
мость коэффициента трения между гарнитурами μ от
параметра  применительно к термомеханической

древесной массе при 08,0
)(

2ˆ
*3 =

+
=

E
h

ba
PP представ-

лена на рис. 3.

Рис. 3. Зависимость деформационной составляющей коэффи-
циента трения μ от параметра  : 1 — при высокой плотно-

сти контакта
ba

l
+

= 2; 2 — при низкой плотности контакта

ba
l
+

= 6

Коэффициент трения уменьшается с уменьшением

ba
l
+

. С уменьшением жесткости волокнистой про-

слойки увеличивается значение коэффициента трения,
а также усиливается влияние плотности контакта. Мак-
симальное значение коэффициента трения μ смещается

в сторону больших значений при увеличении
ba

l
+

и

прочих равных значениях параметров. Деформацион-
ная составляющая коэффициента трения стремится к
нулю при  →0 (при V→∞). Анализируя вышесказан-
ное, можно обоснованно подойти к уменьшению коэф-
фициента трения при размоле в ножевых машинах и
снижению энергозатрат мельниц.

В зоне размола целесообразно использовать вместо
трения скольжения трение качения. Это приведет к
снижению энергоемкости мельницы и уменьшению
рубящих воздействий ножей гарнитуры на полуфабри-
кат. Использовать трение качения в зоне размола пред-
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ложено в конструкциях ножевых размалывающих ма-
шин, защищенных патентами [31; 32].

Установившаяся в процессе изнашивания форма
ножей гарнитуры мельницы зависит от следующих
безразмерных комплексов: ma,ˆ — триботехнические
свойства материала гарнитуры; γ — отношения времен

σT релаксации и δT последствия волокнистой прослой-

ки; δ




=ζ T
V
l / — отношение времени воздействия

ножей гарнитуры за один период к времени δT послед-
ствия волокнистой прослойки.

При экспериментальном исследовании поверхности
изношенной гарнитуры многие авторы отмечали волно-
вой характер износа [33; 34 и др.]. Проведены вычисления
по полученной формуле (26). По результатам вычислений
построен график формы поверхности гарнитуры в уста-
новившемся режиме изнашивания (рис. 4).

Форма изношенной поверхности гарнитуры не яв-
ляется симметричной при 22 1010  ζ− . При больших
значениях ζ форма износа приближается к симметрич-
ной. При прочих равных условиях в зависимости от
параметра ζ меняется глубина впадин (амплитуда
волн).

Амплитуду воли износа определим как сумму мо-
дулей максимального и минимального значений функ-
ции )(xf∞ . Для этого найдем корни уравнения:

0
)1(2ˆ

)ˆ(
2

2
=

−
π

∂
∂

∞

∞

Pv
E

x
xf

.

Рис. 4. Установившаяся форма изношенной поверхности
гарнитуры при ,3,01 =m ,2,0ˆ =a ;11:10 3 =ζ−=γ −

;3,2 =ζ 103 =ζ−

После преобразований производная функции )ˆ(xf∞

может быть представлена как:
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Вычисление корней этого уравнения, а также ам-
плитуды mpA функции )(xf∞ проведено численно. На

рис. 5 представлены зависимости амплитуды mpA

функции )(xf∞ от параметра  при различных значе-
ниях â .

Рис. 5. Зависимость амплитуды волны от параметра  при

m1 = 0,3, ;2,0ˆ1:10 3 =−=γ − a ;5,0ˆ2 =−a 8,0ˆ3 =− a

Вязкоупругие свойства материала гарнитуры ока-
зывают существенное влияние на формирование рель-
ефа поверхности гарнитуры при изнашивании, причем

форма поверхности существенно зависит от скорости
скольжения ротора по статору.

Форма ножей гарнитуры в диапазоне скоростей от-
носительного скольжения от 310− l/Tε до 310 l/Tε явля-
ется несимметричной. Наиболее выраженная асиммет-
рия достигается при скорости скольжения V=l/Tε. Ре-
зультаты проведенных исследований позволяют обос-
нованно подойти к проектированию, эксплуатации и
повышению надежности ножевых размалывающих
машин.
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