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Одной из задач проектирования систем управления является нахождение неизвестных параметров проектируемой сис-
темы W(S). Основываясь на структурной схеме, можно получить матрицу компонентов и матрицу структуры, что, в свою
очередь, позволит записать уравнение системы с несколькими неизвестными в матричном виде. На практике полученная
система W(S) после ряда преобразований имеет вид разреженной матрицы большой размерности, что значительно усложня-
ет нахождение неизвестных переменных. Одним из способов упрощения расчетов является понижение размерности матри-
цы. Для решения данной задачи необходимо разбить исходную матрицу системы на блочные подматрицы H1, H2, H3, H4, пред-
ставить в виде системы уравнений и найти необходимое условие существования решения. Это позволит преобразовать ис-
ходную систему таким образом, чтобы избавиться от операций нахождения обратной матрицы, требуемых для понижения
размерности, что значительно упрощает вычисления.
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One of the tasks of designing control systems is to find the unknown parameters of the projected system W(S). Based on the structur-
al scheme, it is possible to obtain a matrix of components and a structure matrix, which, in turn, will allow us to write the equation of
the system with several unknowns in a matrix form. In practice, the resulting system W(S) after a series of transformations has the form
of a sparse matrix of large dimension, which greatly complicates the discovery of unknown variables. One way to simplify calculations
is to reduce the dimension of the matrix. To solve this problem, it is necessary to divide the initial matrix of the system into block subma-
trices H1, H2, H3, H4. Then, to represent it as a system of equations and to find the necessary condition for the existence of a solution.
This will transform the original system in such a way as to get rid of the operations of finding the inverse matrix required to reduce the
dimension, which greatly simplifies the calculation.
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Введение
В общем виде проектирование систем управления

основано на структурно-параметрическом синтезе с
формализацией структуры и нахождением параметров
звеньев. Для этого сформулируем задачу синтеза сис-
темы управления:

• Проектирование системы с заданной переда-
точной функцией Wt(S) либо заданными xвх(S) и xвых(S).

• Выбор структуры системы с учетом априорной
определенности некоторых звеньев на основании стати-
ческого расчета либо технической предопределенности.

• Построение синтезированной системы с пере-
даточной функцией W(S) таким образом и с использо-
ванием таких дополнительных звеньев, чтобы выпол-
нялось равенство W(S) = Wt(S).

Для выполнения данного равенства необходимо при
заданной структуре определить параметры звеньев
W(S), часть из которых заранее известна.

Методика понижения размерности. Рассмотрим
синтез на примере системы, структурная схема которой
представлена на рис. 1.
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Рис. 1. Структурная схема системы

Дано: xвх(S), x(S), W0(S), W1(S).
Найти: W2(S), W3(S).
Для удобства записи S опустим. W0, W1 — неизменяемая часть системы; W2, W3 — изменяемая.
Строим С-граф:

Рис. 2. Структурный граф системы

Перемножив матрицы структуры, компонентов и
входных сигналов [ ]:−1 0 00 −10 0 00 0−10 0 0 −1 ∗ ⎣⎢⎢⎢

⎡
⎦⎥⎥⎥
⎤ = 0 (1)

Так как полученная матрица (1) имеет размерность
4х5, а неизвестных параметров xi в уравнении — 5, то
матрица имеет не единственное решение. Для доопре-
деления уравнения воспользуемся эквивалентным пре-
образованием неизвестных звеньев = = :

Рис. 3. Эквивалентное преобразование звена

Построим С-граф преобразованной системы:

Рис. 4. Структурный граф преобразованной системы

Строим матрицу компонентов (2) и матрицу струк-
туры (3):
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В результате перемножения матриц (2) и (3) полу-
чим уравнение системы:

⎣⎢⎢
⎢⎡ 0000

−1100
00−1 000−1

0−100
000−10 ⎦⎥⎥
⎥⎤ ∗ ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡
⎦⎥⎥⎥
⎥⎤ = 0 (4)

Полученная матрица имеет высокую степень разре-
женности, и целесообразно будет понизить ее порядок.
В строках исходной матрицы H, соответствующих уз-
лам ветвления, происходит тождественное преобразо-
вание xi = xj, ведущее к увеличению размерности мат-
рицы H и вектора Xвх, включающего идентичные сиг-
налы. Желательно исключить подобные преобразова-
ния, не нарушая целостности модели.

Уравнение (4) позволяет выполнить часть исследо-
ваний аналитически, не приступая к исследованиям на
объекте.

Для этого представим исходную матрицу в виде
блочных подматриц: ∗ = 0

В виде системы уравнений:∗ + ∗ = 0;∗ + ∗ = 0.
Исключив X2, получим:[ − ∗ ∗ ][ ] = 0 (5)[ ′][ ] = 0, где - матрица, обратная
Условием решения будет:det ≠ 0 (6)

Воспользовавшись инвариативностью матрицы H,
можно переставить столбцы и строки уравнения:

⎣⎢⎢
⎢⎡ 0000

000−10
000−1

00−1 −1100
0−100 ⎦⎥⎥
⎥⎤ ∗ ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡
⎦⎥⎥⎥
⎥⎤ = 0 (7)

где:

= 0 0 ; = −1 01 −1 ; = 0 0 −1−1 00 −1
= 0 0 ; = ; =

Дальнейшие расчеты позволяют понижать размер-
ность разреженной матрицы (5) путем выделения сколько
угодно большого числа блочных подматриц, но, вместе с
тем, расчеты будут сильно усложняться, а количество
ограничивающих условий будет расти прямо пропорцио-
нально количеству блоков, на которые разбивается ис-
ходная матрица. Операция нахождения обратной матри-
цы по формулам Крамера очень сложна.

Для упрощения вычисления обратной подматрицы
H2 с учетом выполнения условия det H2≠0 переставим
строки и столбцы таким образом, чтобы H2 состояла из
–1, расположенных по диагонали, начиная с правого
верхнего угла исходной матрицы H (6):= 0 −1−1 0

Перестановку будем выполнять следующим образом.
В исходном уравнении выделяются строки, состоящие

из 1 и –1 (такие строки получаются при описании узлов 2-
го рода тогда, когда входной для всего графа сигнал вхо-
дит в описываемый узел). Далее определяем, какие
столбцы в отобранных строках содержат –1. Последова-
тельно переставляем столбцы в правую часть матрицы,
переставляя при этом соответствующие строки в матрице
Х: первый отобранный столбец — на последнее место,
второй отобранный столбец — на предпоследнее и т. д. В
каждом переставляемом столбце строку, содержащую –1,
переставляем так, чтобы –1 располагались по диагонали,
начиная с верхнего правого угла матрицы Н.

Произведя перестановку строк и столбцов матрицы Н
(и, соответственно, строк матрицы Х), выделяем блочную
подматрицу H2 с элементами {0, –1}.

Столбцам матрицы H2, сформированной данный
способом, соответствуют сигналы матрицы X, исходя-
щие из узлов 2-го рода. Поскольку узел 2-го рода имеет
единичный коэффициент передачи, то каждый его ис-
ходящий сигнал равен входящему сигналу. Таким об-
разом, возможно исключение из матрицы Х сигналов,
соответствующих столбцам матрицы H2, и соответст-
вующих столбцов из матрицы H. При этом не будет
нарушена зависимость между параметрами системы.

Размер матрицы H2 (s×s) определяется уравнением:= ∑ ,

где r2 — число узлов ветвления; Si — число выходящих
дуг узла i.

Определитель данной матрицы H2:= (−1) ≠ 0 (8)



что удовлетворяет условия решения (6).
Для матрицы S вида (зеркально-единичная):

⎣⎢⎢⎢
⎡0 00 0 ⋯ 0 11 0⋮ ⋱ ⋮0 11 0 ⋯ 0 00 0⎦⎥⎥⎥

⎤
(9)

Справедливо тождество: = (10)

Если вынести из матрицы -1 за знак матрицы, то
она примет вид, идентичный матрице S, и будет спра-
ведливо тождество:−1( ) = −1( ) (11)

Следовательно, выполняется условие решения
уравнения (8) и отпадает необходимость вычисления
обратной матрицы H2

-1 (11).
Можно вынести –1 из матрицы H2, тогда уравнение

примет вид: [ + ∗ ∗ ][ ] = 0 (12)

Одним из важнейших свойств матрицы вида S явля-
ется то, что при умножении на неё матрицы M проис-
ходит инвертирование столбцов матрицы M, при этом
элементы остаются неизменёнными:

⎣⎢⎢⎢
⎡ ⋯⋮ ⋱ ⋮⋯ ⎦⎥⎥⎥

⎤ → ⎣⎢⎢⎢
⎢⎡
⎣⎢⎢⎢
⎡ ⋯⋮ ⋱ ⋮⋯ ⎦⎥⎥⎥

⎤
⎦⎥⎥⎥
⎥⎤

Назовём такую матрицу Mинв.
Применимо к (12) получим:[ + инв ∗ ][ ] = 0 (13)
Выводы
Полученные преобразования позволяют уйти от опе-

раций обращения матрицы и умножения матриц, что при
расчетах дает выигрыш во времени, пропорциональный
размерности исходной матрицы H.
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