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Представлены зависимости, позволяющие в практических расчетах определить осадку штампа-движителя с учетом пе-
ременного характера деформативных свойств массива грунта. Теоретические результаты получены с применением числен-
ных методов решения уравнений, вычислительного эксперимента и аппроксимации расчетных данных. При решении задачи
движитель машины представлен штампом, опорная поверхность — деформируемым массивом с ограниченной толщиной и
физико-механическими свойствами, изменяющимися по глубине по линейному, квадратичному либо кубическому закону. Пред-
ложен общий подход, позволяющий рассчитать модуль деформации и несущую способность однородной опорной поверхно-
сти, у которой, при прочих равных, интегральные показатели взаимодействия со штампом (деформация сжатия грунта и
осадка штампа) равны соответствующим показателям взаимодействия штампа с исследуемым неоднородным массивом
грунта. По результатам обработки расчетных данных, полученных в ходе вычислительного эксперимента, получены форму-
лы для расчета характеристик однородного массива грунта, поведение которого под нагрузкой эквивалентно поведению не-
однородного массива с заданными характеристиками. Результаты выполненного исследования показывают, что при опреде-
лении интегральных показателей взаимодействия штампа-движителя с неоднородной опорной поверхностью функции моду-
ля деформации и несущей способности в практических расчетах можно заменить приведенными числовыми значениями, по-
лучаемыми с использованием предлагаемых зависимостей и параметров исходных формул, характеризующих изменение де-
формативных свойств массива грунта по глубине. В заключение отмечены перспективные направления дальнейших исследо-
ваний, относящиеся к области моделирования взаимодействия штампа-движителя с неоднородными массивами грунта неог-
раниченной толщины, а также с массивами грунта, свойства которых характеризуются дискретными функциями.
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The article presents dependencies that allow determining sinkage of a stamp as a machine’s mover model, taking into account vari-
able deformative properties of the soil massif. The study obtains theoretical results with numerical methods for solving equations, com-
putational experiment and calculated data approximation. In solving the problem, the machine’s mover is modelled by a stamp, while
the surface – by a deformable massif with limited thickness and mechanical properties varying depending on the depth according to
linear, quadratic or cubic relationships. The study describes an approach, which allows calculating deformation modulus and bearing
capacity of a homogeneous massif, whose integral results of interaction with the stamp (deformation of the massif and the stamp sin-
kage) are equal to corresponding results of interaction between the stamp and inhomogeneous massif with given deformative properties.
Thus, basing on the results of computational experiment and calculated data processing, the study obtains formulae for calculating the
characteristics of homogeneous soil massif, whose behavior under the load is equivalent to behavior of inhomogeneous massif with
given characteristics. The results of the study show that in determining the integral indices of the interaction of a mover with an inho-
mogeneous soil, the functions of the deformation modulus and bearing capacity can be replaced by numerical values in practical calcu-
lations. The values should be obtained using the proposed dependencies and parameters of the initial relationships characterizing the
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deformative properties of the inhomogeneous massif. In conclusion, the paper notes prospective areas of further research related to
modeling of interaction of stamps with inhomogeneous soil massifs of unlimited thickness, as well as with soil massifs whose properties
are characterized by discrete functions.

Keywords: stamp indention; heterogeneous soil massif; deformation modulus; bearing capacity.

Введение
В исследованиях, сосредоточенных на проблемати-

ке взаимодействия движителей колесных и гусеничных
машин с опорной поверхностью, предложены матема-
тические модели, базирующиеся на решении задачи о
вдавливании штампа-движителя в грунт [1–4]. Как пра-
вило, модели строятся при допущении об однородно-
сти опорной поверхности по глубине [5, 6]. Подходы,
позволяющие учесть переменный характер деформа-
тивных свойств опорной поверхности, разработаны
лишь частично[1, 5, 6]. Из известных в технике следует
отметить два основных. В первом учет неоднородности
грунта возможен при использовании в расчетах приве-
денного значения несущей способности [7–15], полу-
чаемого как среднее арифметическое дискретных зна-
чений несущей способности отдельных слоев опорной
поверхности, что не всегда представляется коррект-
ным. В другом варианте предлагается пользоваться
общими зависимостями, следующими из нелинейной
постановки задачи Фламана– Буссинеска, не имеющи-
ми замкнутых аналитических решений, что ограничи-
вает использование подхода на практике[1, 5].

Цель настоящей работы—получить зависимости,
позволяющие в практических расчетах определить
осадку штампа-движителя с учетом переменного ха-
рактера деформативных свойств массива грун-
та.Методы исследования— численные методы реше-
ния уравнений, вычислительный эксперимент и ап-
проксимация расчетных данных.

Постановка задачи. Зададимся расчетной схемой
процесса вдавливания штампа в опорную поверхность.
Движитель машины представим штампом, опорную
поверхность —деформируемым массивом с ограни-
ченной толщиной и физико-механическими свойства-
ми, изменяющимися по глубине по заданному закону.

Под воздействием штампа происходит сжатие мас-
сива грунта, причем деформацию элементарного слоя,
вызванную сжатием, определим по формуле:

0dzdhL ε= , (1)

где ε—относительная деформация сжатия;dz0—
толщина элементарного слоя массива в недеформиро-
ванном состоянии.

Толщину сжатого элементарного слоя массива най-
дем по формуле:

( ) 01 dzdz ε−= . (2)
Тогда:

01
dzdhL ε−

ε= . (3)

Относительную деформацию сжатия определим по
формуле:

E
σ=ε , (4)

где σ—нормальное напряжение в элементарном
слое;E—модуль деформации элементарного слоя (обе
величины зависят от координаты z).

Кроме того, учтем, что под воздействием штампа в
массиве грунта развиваются не только нормальные, но
и касательные напряжения, что вызывает дополнитель-
ное увеличение осадки штампа. Увеличение тем более
заметно, чем ближе нормальное напряжение к несущей
способности слоя грунта. В связи с этим определим
полную деформацию элементарного слоя следующим
образом [1]:

L
S

S dh
p

pdh
σ−

= . (5)

По выражениям (3) – (5) получим следующую фор-
мулу для суммарной деформации элементарного слоя
грунта [1]:

0dz
Ep

pdh
S

S

σ−
σ⋅

σ−
= , (6)

где pS—несущая способность грунта (зависит от коор-
динаты z).

Общую полную деформацию массива грунта (осад-
ку штампа) найдем по уравнению[1, 16–20]:

∫
−

σ−
σ⋅

σ−
=

hH

S

S dz
Ep

ph
0

0 , (7)

где H—толщина массива грунта.
Нормальное напряжение зависит от геометрических

параметров штампа, чаще всего считающегося прямо-
угольным, и изменяется по глубине деформируемого
массива. Примем следующую зависимость для расчета
напряжения σ[1]:

( ) p

ab
z
J

2
1+

=σ , (8)

где J—параметр, учитывающий соотношение длины и
ширины штампа;a—параметр, учитывающий толщину
массива грунта;b—ширина штампа;p—среднее давле-
ние по пятну контакта штампа с грунтом.

Предположим, что изменение модуля деформации и
несущей способности грунта по глубине описывается
непрерывными функциями, параметры которых опре-
деляются, например, исходя из полевых наблюдений, и
принимаются в качестве исходных данных для расчета.

Для исследования примем три следующие зависи-
мости модуля деформации от координаты z:

zaaE 10 += , (9)

2
210 zbzbbE ++= , (10)

3
3

2
210 zczczccE +++= , (11)
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где a0, a1, b0, b1, b2, c0, c1, c2, c3—коэффициенты, харак-
теризующие зависимости модуля деформации от коор-
динаты z.

Примем в общем виде зависимости несущей спо-
собности от координаты z:

zpS 10 α+α= , (12)

2
210 zzpS β+β+β= , (13)

3
3

2
210 zzzpS γ+γ+γ+γ= , (14)

где α0, α1, β0, β1, β2, γ0, γ1, γ2, γ3—коэффициенты, харак-
теризующие зависимости модуля деформации от коор-
динаты z.

Значение h определим из решения уравнения (7) по-
сле подстановки в него формулы (8), одной из зависи-
мостей (9) – (11) и одной из зависимостей (12) – (14).
Найти аналитическое решение уравнения (7) в общем
случае затруднительно, по этой причине обратимся к
численным методам.

В качестве примера для расчета используем данные,
представленные на рис.1. Деформируемый массив
грунта имеет толщину 0,6 м, известны четыре значения
модуля деформации E (2,3 МПа при z = 0 м; 0,5 МПа
при z = 0,2 м; 1,8 МПа при z = 0,4 м; 1,2 МПа при
z = 0,6 м) и четыре значения несущей способности pS
(0,27 МПа при z = 0 м; 0,18 МПа при z = 0,2 м;
0,11 МПа при z = 0,4 м; 0,11 МПа при z = 0,6 м).

Рис. 1. Исходные данные к примеру расчета осадки штампа

По предложенным исходным данным найдем коэф-
фициенты зависимостей (11) и (14), тогда:

32 17,10425,101083,253,2 zzzE −+−= (15)

32 0417,1375,04167,027,0 zzzpS +−−= (16)

Для примера расчета примем p = 0,8 МПа; b = 0,7 м;
a = 0,6;J = 1,2.

Подставим формулы (8), (15), (16) в уравнение (7) и
решим последнее численно относительно h при приня-
тых значениях p, a, b, J. Методом итераций найдем

значение h = 0,08042 м (расчет выполнен в программе
Maple 2015).

При тех же значениях p, a, b, Jрешим уравнение для
суммарной деформации сжатия массива грунта без
учета сдвига:

∫
−

−
=

LhH

L dz
E

h
0

0


. (17)

Методом итераций найдем значение hL = 0,04688 м.
Предположим, что найденное значение h равно

корню h0 известного уравнения для полной осадки
штампа при вдавливании в однородный массив грунта
с модулем E0 и толщиной H0 = H:

( )( )
( )

( ) ( )JpEEpp

JpEEabp
pphpHEpabJp

h
S

S
S

−−












−
−−

=
000

00

0000
0

0

arctan

,     (18)

а найденное значение hL, в свою очередь,—корню hL0
уравнения для деформации сжатия однородного масси-
ва грунта:

( )
( )

( )JpEE

JpEEab
hHEJpab

h

L

L
−












−
−

=
00

00

000

0

arctan

, (19)

где pS0—несущая способность однородного массива грун-
та, значение которой найдем из решения уравнения:

0
0

0
0 L

S

S h
pp

ph ⋅
−

= . (20)

Подставив решение уравнения (20)
pS0 = 0,19182 МПа в формулу (18), придем к трансцен-
дентному уравнению относительно E0, корень которого
E0 = 0,81547 МПа.

Таким образом, найдены характеристики однород-
ной опорной поверхности, у которой, при принятых
исходных данных, интегральные показатели взаимо-
действия со штампом h0 и hL0 равны показателям взаи-
модействия штампа с неоднородным массивом грунта
h и hL.

Очевидно, что, в плане вычислений, найти h0 и hL0
по формулам (18), (19) заметно проще, чем решить
уравнения (7), (17). Кроме того, учтем, что значения h и
hL используются в математических моделях при расче-
те тягово-сцепных свойств движителя, который ведется
по уравнениям, также не имеющим замкнутых анали-
тических решений. В связи с этим полагаем, что пере-
ход к «эквивалентным» характеристикам массива грун-
та сделает решение задач о взаимодействии движителя
с неоднородной опорной поверхностью более эффек-
тивным с практической точки зрения.

Результаты исследования. Реализуем вычисли-
тельный эксперимент на базе изложенного подхода,
формализованного в процедурах программы Maple
2015. Расчеты выполнены при линейных функциях E и
pS (9) и (12), квадратичных —(10) и (13), кубических —
(11) и (14).

z, м

E, МПа pS, 0,1 МПа
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Исходные данные для эксперимента получены сле-
дующим образом. В зависимости от принятого закона
изменения модуля E и pS по z (линейный, квадратич-
ный либо кубический), в каждом цикле вычислений
сгенерированы две, три либо четыре тройки значений
E, pS, z как случайные числа, распределенные по рав-
номерному закону в пределах: E = 0,4–5 МПа;pS = 0,1–
0,3 МПа;z = 0,3–0,8 м. По этим значениям определены
коэффициенты требуемых функций E и pS(для линей-
ных функций —a0, a и α0, α1, для квадратичных —b0, b1,
b2 и β0, β1, β2, для кубических —c0, c1, c2, c3 и γ0, γ1, γ2,
γ3). Значение H принято по максимальному значению z.

Для полученных численных решений уравнений (7),
(17) h и hL подобраны такие значения E0, pS0 по форму-
лам (18) – (20), при которых h0 = h и hL0 = hL (при
H0 = H). Всего выполнено по 500 циклов расчета для
каждого из отмеченных законов изменения E и pS по z.

По результатам обработки расчетных данных уста-
новлено, что значения E0 и pS0 могут быть выражены
через H и параметры законов изменения E и pS по сле-
дующим формулам:

HakakE 12010 += (21)
HbblHbblbbblblblE 205104210312010 ++++= (22)

++++++= 206524130210 ccmHmcmcmcmmE
++++ 311021908307 ccmccmHcmccm (23)

+++++ HccmHccmHccmccmHcm 3015201410133212111

HccmHccmHccm 321831172116 +++
HnnpS 12010  += (24)

+ββ+βββ+β+β+β= HqqHqHqqpS 10521041302010

HqHq 2107206 βββ+ββ+ (25)
+γγ+γγ+γγ++γ+= 21620510430210 sssHssspS

+γγ+γ+γγ+ 32918317 sHss (26)
+γγ+γγ+γγγ+γγγ HsHsss 301320123101121010

HsHsHsHs 21017321631152114 γγγ+γγ+γγ+γγ

Значения коэффициентов k, l, m, n, q, s в формулах
(21) – (26) представлены в таблице 1.

Таблица 1

Коэффициенты зависимостей (21) – (26)

E0 pS0
коэффициент значение коэффициент значение

при линейном законе изменения:
формула (21), R2 = 0,9456 формула (24), R2 = 0,8983

k1 0,948 n1 1,14
k2 0,42 n2 0,42

при квадратичном законе изменения:
формула (22), R2 = 0,96521 формула (25), R2 = 0,92086

l1 0,964 q1 0
l2 0,0985 q2 0,93
l3 0,000078 q3 0,394
l4 0,0642 q4 0,189
l5 0,0372 q5 0,00482

–
q6 0,665
q7 0,323
q8 0,0469

E0 pS0
коэффициент значение коэффициент значение

при кубическом законе изменения:
формула (23), R2 = 0,9813 формула (26), R2 = 0,9175

m1 –0,891 s1 –0,045
m2 1,27 s2 1,22
m3 0,153 s3 0,0627
m4 0,0177 s4 0,774
m5 1,53 s5 0,105
m6 –0,00305 s6 –0,0152
m7 –0,00259 s7 –0,00692
m8 –0,495 s8 0,14
m9 –0,000173 s9 –0,0000174
m10 –0,000314 s10 0,0487
m11 –0,0345 s11 0,017
m12 –0,0000296 s12 0,415
m13 0,0522 s13 0,201
m14 0,0363 s14 0,032
m15 0,0193 s15 0,0134
m16 0,00131 s16 0,000172
m17 0,00162 s17 –0,0509
m18 0,000123 –

Заключение
По результатам выполненного исследования можем

заключить, что при определении интегральных показа-
телей взаимодействия штампа-движителя с неоднород-
ной опорной поверхностью (осадки штампа и суммар-
ной деформации сжатия грунта) функции модуля де-
формации и несущей способности в практических рас-
четах можно заменить числовыми значениями, полу-
чаемыми с использованием формул (21) – (26) и пара-
метров формул (9) – (14), характеризующих изменение
свойств массива грунта по глубине.

Полагаем перспективными дальнейшие исследова-
ния взаимодействия штампа-движителя с неоднород-
ными массивами грунта неограниченной толщины, а
также с массивами грунта, свойства которых характе-
ризуются дискретными функциями.
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