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Предлагается качественно новая теория качения, основанная на следующих предположениях. Сила трения и момент ка-
чения определяются, согласно законам Кулона, только в тех случаях, когда пятно контакта между колесом и полотном до-
роги (рельсом) полностью занято либо областью сцепления (что соответствует чистому качению), либо областью скольже-
ния (что соответствует чистому скольжению). В других случаях, при одновременном наличии областей сцепления и сколь-
жения, для определения силы трения и момента качения за основу берутся их качественные зависимости от скорости про-
скальзывания колеса относительно дороги и угловой скорости качения. Приведено обоснование таких зависимостей, которые 
аналитически задаются через аппроксимацию Паде от кинематических величин. При таком подходе отпадает необходи-
мость в постоянном перерасчете изменяющихся размеров указанных областей и возникающих контактных напряжений, че-
рез которые было принято определение сил сопротивления, с использованием методов теории упругости. Новая теория каче-
ния хорошо вписывается в общую теорию поликомпонентного трения, хотя Паде аппроксимация здесь задается более обще-
го вида, и основания для ее использования другие. В сравнении с существующими теориями качения проводимые расчеты су-
щественно упрощаются без потери точности для получаемых результатов. Вариант классической теории, когда сила и мо-
мент сопротивления качению изменяются в соответствии со скачкообразной характеристикой кулонова трения, будет яв-
ляться частным случаем новой теории, если допустить, что области сцепления и скольжения неизменны и имеют некоторые 
усредненные размеры. Для ведущего колеса локомотива (автомобиля) приведены дифференциальные уравнения движения, 
которые предусматривают случаи чистого качения или скольжения, а также качения с проскальзыванием — возможные 
режимы, чередующиеся друг с другом в зависимости от действующих сил. Получены кинематические условия, которые опре-
деляют текущий режим качения колеса на данный момент времени и тем самым позволяют моделировать процесс движения 
в соответствии с реальными условиями. Фактически, предложен принципиально новый подход к рассмотрению динамических 
задач фрикционного контактного взаимодействия, существенно облегчающий нахождение их решений. 
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Being based on the following assumptions, a qualitatively new rolling theory is proposed. The frictional force and the rolling mo-
ment are determined according to the Coulomb laws only when the contact spot between the wheel and the roadway (rail) is fully occu-
pied either by the area of adhesion (which corresponds to pure rolling) or by the sliding area (which corresponds to pure sliding). In 
other cases, with simultaneous presence of regions of adhesion and sliding, for determining the frictional force and the rolling moment, 
their qualitative dependences on the wheel slip speed relative to the road and the angular rolling speed are taken as a basis. The basis 
for such dependences, which are analytically given through the Pade approximation from kinematic magnitudes, is given. With such an 
approach, there is no need for a constant recalculation of the varying sizes of these regions and the resulting contact stresses, through 
which the definition of resistance forces was adopted, using the methods of elasticity theory. The new rolling theory fits well with the 
general theory of polycomponent friction, although the Pade approximation is given here in a more general form, and the reasons for its 
use are different. In comparison with the existing rolling theories, the calculations carried out are substantially simplified without loss 
of accuracy for the results obtained. A variant of the classical theory, when the force and moment of rolling resistance change in accor-
dance with the stepwise characteristic of Coulomb friction, will be a special case of the new theory if it is assumed that the regions of 
adhesion and sliding are unchanged and have some averaged dimensions. For the driving wheel of the locomotive (car), differential 
equations of motion are given, which provide for cases of pure rolling or sliding, and rolling with slip - possible modes that alternate 
with each other depending on the acting forces. Kinematic conditions are obtained that determine the current rolling mode of the wheel 
at a given time and thus allow the simulation of the motion process in accordance with real conditions. In fact, a fundamentally new 
approach to the consideration of dynamic problems of frictional contact interaction is proposed, which essentially facilitates the finding 
of problem solutions. 
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Введение 
Современные теории движения колеса существуют 

в двух вариантах. В первом, классическом, наиболее 
простом и распространенном варианте считается, что 
сила и момент сопротивления качению изменяются в 
соответствии со скачкообразной характеристикой куло-
нова трения. Во втором, более сложном варианте счи-
тается, что сила и момент — величины переменные, 
которые принято определять через возникающие на-
пряжения в пятне контакта колеса и рельса (полотна 
дороги). Усложненный вариант берется за основу, когда 
необходима повышенная точность при моделировании 
движения колеса. 

В усложненном варианте все существующие на се-
годняшний день теории предполагают определение 
силы и момента сопротивления качению колеса напря-
мую, через напряжения, возникающие в пятне контак-
та. Отличаются они друг от друга главным образом в 
выборе метода их определения. Сложность такого под-
хода заключается в том, что необходимо следить за ди-
намикой изменения площади пятна контакта и возни-
кающих напряжений, устанавливая при этом сначала 
законы их распределения. Решение перечисленных за-
дач весьма трудоемко, даже без учета динамики про-
цесса, и относится к самым сложным аспектам кон-
тактного взаимодействия согласно классификации, 
данной академиком РАН И.Г. Горячевой [1]. Здесь 
предполагается использование методов теории упруго-
сти, сложного программного обеспечения и большого 
объема численных расчетов на компьютере [2–4]. Об-
зор решений контактных задач с частичным проскаль-
зыванием, основанных на прямом определении сил 
сопротивления через возникающие напряжения, приве-
ден в работе [5]. В железнодорожном транспорте при 
моделировании движения колеса наибольшее распро-
странение получили теории Ж. Картера и Дж. Калкера 
[6–8] и разработанные на их основе компьютерные 
программы CONTACT и FASTSIM [9], в автомобиль-
ном транспорте — это теории и компьютерные про-
граммы, значительная часть которых создана на основе 
щеточной (brush) модели [9–12]. При решении вычис-
лительных задач транспортной динамики часто исполь-
зуются Magic Formula Пасейки [13, 14], фракционный 
анализ [15, 16]. Теорией движения колеса занимались 
такие известные отечественные ученые, как М.В. Кел-
дыш, А.Ю. Ишлинский, В.Ф. Журавлев, И.В. Новожи-
лов, Ю.И. Неймарк, Н.А. Фуфаев, М.А. Левин, 
В.Г. Вильке и др. Тем не менее, существующие теории 
не столь удобны для проведения теоретических иссле-
дований, подразумевают, как это уже отмечалось, 
большой объем численных расчетов и не обладают 
универсальностью, что, естественно, не всегда устраи-
вает разработчиков новой техники. 

Между тем, знакомство с проблемой — а данная ра-
бота о движении колеса у автора первая — вызывает 
вполне естественный вопрос, почему не предпринима-
лись попытки использовать качественные зависимости 
от кинематических величин для силы и момента сопро-
тивления качению при их определении? Именно так 
обычно поступают в подобных задачах механики. На-

пример, определение силы сопротивления со стороны 
воздушного потока, который воспринимается корпусом 
автомобиля, можно определять напрямую — через воз-
никающие напряжения, что представляло бы довольно 
трудоемкую задачу. Вместо этого принято определять 
силы сопротивления, используя их аналитические зави-
симости от скорости, что гораздо проще и эффективнее. 
Во всяком случае, автору ничего не известно о таких 
работах применительно к колесу. Предварительный ана-
лиз говорил о том, что если такие зависимости и суще-
ствуют, то они не столь очевидны, как это обычно быва-
ет, что, по-видимому, и объясняет вышесказанное. Для 
их определения понадобился анализ экспериментальных 
данных о движении колеса, приведенных в доступных 
работах. Было установлено, что Осборн Рейнольдс в 
1876г. одним из первых исследовал контакт упругих тел 
при качении [17]. Им было выявлено, что область кон-
такта упругих тел при качении разбивается на области 
скольжения (проскальзывания) и сцепления (схватыва-
ния). С возрастанием движущего или тормозящего мо-
ментов область проскальзывания увеличивается до тех 
пор, пока не наступит полное скольжение, а зона сцеп-
ления исчезнет. Проскальзывание является одной из 
причин того, что переносная скорость колеса не равна 
его окружной скорости. Разница этих двух скоростей 
называется скоростью крипа. Зависимость крипа от кру-
тящего момента впервые исследовал Картер в 1916 г. 
[18–20]. Возникающие при этом силы крипа существен-
ным образом зависят от размеров областей скольжения и 
сцепления, через которые определяются контактные на-
пряжения между колесом и рельсом. Выявленные зако-
номерности впоследствии были подтверждены и други-
ми исследователями [21–24]. 

Основные принципы теории. Для выявления каче-
ственных зависимостей для силы и момента сопротив-
ления качению от кинематических величин — скорости 
проскальзывания и угловой скорости колеса — будем 
исходить из следующих предположений: 

1. Законы Кулона справедливы при определении си-
лы трения и момента качения для случаев чистого 
скольжения и чистого качения, т. е. когда пятно контак-
та полностью занято либо областью (зоной) скольже-
ния, либо областью сцепления. 

2. Размеры пятна контакта для случая качения с про-
скальзыванием формируются либо при чистом качении, 
либо при чистом скольжении — в зависимости от того, 
что предшествует качению с проскальзыванием. 

3. Размеры пятна контакта при качении с проскаль-
зыванием не изменяются, т. е. будем считать, что при 
таком движении колеса увеличение протяженности 
области скольжения может происходить только за счет 
уменьшения области сцепления и наоборот. 

4. При качении с проскальзыванием увеличение ско-
рости проскальзывания колеса при неизменной угловой 
скорости приводит к росту протяженности области 
скольжения и наоборот — увеличение угловой скорости 
колеса при неизменной скорости проскальзывания приво-
дит к росту протяженности области сцепления. 
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5. Сила сопротивления и момент трения качения 
при качении с проскальзыванием (при наличии в пятне 
контакта обеих областей — скольжения и сцепления) 
определяются в зависимости от скорости проскальзы-
вания и угловой скорости качения колеса, т. е. с учетом 
влияния скольжения на качение колеса и наоборот. 

Кроме того, следует иметь в виду следующее. При 
чистом скольжении псевдоскольжения не наблюдается. 
Поэтому с ростом скорости скольжения сила трения 
будет оставаться неизменной, хотя сама зона скольже-
ния, а, значит, и пятно контакта, растут. Перед началом 
качения зона скольжения достигает определенного раз-
мера, что, как показано ниже, будет определяться кос-
венно, через критическую скорость скольжения. После 
этого будет начинаться качение с проскальзыванием без 
изменения общей площади пятна контакта. При чистом 
качении с ростом угловой скорости качения будет расти 
зона сцепления (и пятно контакта), сдвинутая в сторону 
направления качения. Перед началом скольжения те-
перь уже зона сцепления при достижении критического 
значения угловой скорости качения достигает опреде-
ленных размеров, определяя общую площадь пятна 
контакта при качении с проскальзыванием. 

Первые четыре допущения вполне естественны и не 
вызывают вопросов. Рассмотрим подробнее, что озна-
чает последнее, пятое, допущение. Прежде всего отме-
тим, что в силу допущений 2–4 протяженность области 
сцепления будет расти как при увеличении угловой 
скорости, так и при уменьшении скорости проскальзы-
вания колеса. Рост протяженности области сцепления 
будет увеличивать плечо для пары сил, создающих мо-
мент трения качения, а, значит, и значение самого мо-
мента. Тем самым момент качения должен зависеть 
прямо пропорционально от угловой скорости качения и 
обратно пропорционально — от скорости проскальзы-
вания колеса. Кроме того, в силу тех же допущений 2–4 
увеличение протяженности области скольжения может 
происходить как вследствие роста скорости проскаль-
зывания, так и при уменьшении угловой скорости каче-
ния колеса. На первый взгляд, если основываться на 
законе Кулона, изменение протяженности области 
скольжения не будет влиять на значение силы сопро-
тивления: сила трения не зависит от площади контакта 
между телами. Но здесь сила сопротивления будет со-
ответствовать не одной силе трения, а сумме действия 
двух сил — силы трения и силы упругости. Как уста-
новлено опытными данными [1, 5–7, 12], зона скольже-
ния будет претерпевать растяжение, что приводит к 
росту силы упругости, а, значит, и всей силы сопротив-
ления. Перемещения, возникающие в пятне контакта за 
счет упругих деформаций, получили название псевдо-
скольжения. Упругие силы, под действием которых это 
происходит, называются силами крипа. Установлено, что 
сила крипа растет при увеличении протяженности зоны 
скольжения [2]. Тем самым, сила крипа, а значит и вся 
сила сопротивления, должны иметь прямую пропорцио-
нальную зависимость от скорости проскальзывания и 
обратную – от угловой скорости качения колеса. 

В новой теории качения существенно то, что дина-
мика изменения протяженностей зон сцепления и 

скольжения определяется не напрямую, как это приня-
то делать, а косвенно — через угловую скорость каче-
ния колеса ϕ&  и скорость проскальзывания υ . Здесь точ-

ка .  — это общепринятое сокращенное обозначение 

производной по времени. С учетом вышесказанного и 
экспериментальных данных, качественную зависимость 
силы и момента сопротивления качению от кинематиче-
ских величин, как оказалось, удобно задавать аналитиче-
ски через аппроксимацию Паде [25, 28]: 
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Здесь −∆,a,b  коэффициенты аппроксимации, опре-

деляемые на основании экспериментальных данных и 
характеризующие свойства дороги (рельса); ε — сред-

ний радиус пятна контакта между колесом и дорогой; 
−00M,F максимальные значения соответственно для силы 

и момента сопротивления качению, которые равны соот-
ветственно силе трения при чистом скольжении и мо-
менту качения при чистом качении. Заметим, что выра-

жения 
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 фактически опреде-

ляют собой ту часть пятна контакта, которая приходится 
соответственно на область скольжения и сцепления, и 
тем самым определяют, какие части от максимумов для 
силы сопротивления 0F и момента качения 0M прихо-

дятся на текущий момент для этих силовых компонент. 
Отметим, что выбранная форма Паде аппроксимации 
здесь иная в сравнении с тем, какая используется в тео-
рии поликомпонентного трения [25–27]. Такой выбор 
позволяет избегать некорректностей при нулевых зна-
чениях скоростей и моделировать процессы с учетом 
возможности кратковременных остановок в скольже-
нии и качении колеса. Кроме того, и причины ввода 
Паде аппроксимации здесь другие: они вызваны не ре-
зультатом анализа интегральных выражений, получен-
ных для силы и момента сопротивления при скольже-
нии тела с верчением через возникающие контактные 
напряжения, как это делается в теории поликомпонент-
ного трения, а в результате анализа динамики измене-
ния областей сцепления и скольжения при качении 
Вышесказанное позволяет в новой теории учитывать 
динамику процесса не напрямую через возникающие 
контактные напряжения, а косвенно - через изменения 
силы и момента сопротивления, а так же изменения 
размеров областей сцепления и скольжения, которые 
определяются через кинематические величины. Для 
сравнения: в теории поликомпонентного трения [25–27] 
динамика процесса учитывается путем введения эмпи-
рического соотношения, которое задает закон измене-
ния нормальных напряжений в пятне контакта. Причем 
используется стационарный закон, что не позволяет 
учитывать изменение момента трения качения во время 
движения колеса и, кроме того, означает, что приведен-
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ные в этой теории формулы для определения коэффи-
циентов аппроксимации Паде не точны. 

Таким образом, в новой теории качения колеса 
предлагается принципиально иной подход по сравне-
нию с вышеперечисленными вариантами теорий — без 
привлечения методов теории упругости и необходимо-
сти постоянного перерасчета размеров зон скольжения 
и качения и возникающих в этих зонах контактных на-
пряжений. Вместо этого за основу берутся качествен-
ные зависимости для силы и момента сопротивления 
качению от кинематических величин — скорости про-
скальзывания и угловой скорости качения колеса, а для 
их аналитического представления используется Паде 
аппроксимация. Такой подход значительно упрощает 
проводимые расчеты (предположительно, без потери 
точности и без использования методов теории упруго-
сти). Кроме того, аналитические зависимости для силы 
и момента сопротивления качению хорошо вписывают-
ся в общую теорию поликомпонентного трения. Факти-
чески, предложен принципиально новый метод к рас-
смотрению динамических задач фрикционного кон-
тактного взаимодействия, облегчающий нахождение их 
решений. 
 

ϕ
кM

x

трF

R

O

( )tcM дв ωϕ −−=

xFс &β=

N

 

Рис. 1. Качение ведущего колеса локомотива (автомобиля) 

Описание модели. Для конкретного представления 
о содержании и возможностях новой теории качения 
введем новую динамическую модель ведущего колеса 
локомотива (автомобиля) и опишем ее. Предполагается, 
что колесо движется на прямолинейном участке доро-
ги, оставаясь при этом в вертикальной плоскости. В 
качестве обобщенных координат приняты: x  — опре-
деляет положение центра колеса; −ϕ определяет угол 

поворота колеса вокруг оси, проходящей через центр 
колеса (направление по часовой стрелке считается по-
ложительным). Предполагается, что вал двигателя вра-
щается с постоянной угловой скоростью ω  (двигатель 
неограниченной мощности), и на ось ведущего колеса 
передается движущий момент ( )tcMдв ω−ϕ−= , где 

−t,c соответственно жесткость упругих связей, посред-
ством которых вращение вала передается на ведущее 
колесо, и текущее время (рис. 1). Кроме того, будем 
полагать, что на ось колеса передаются постоянная си-
ла давления N  и сила сопротивления x&β=сF , где −β
задаваемый коэффициент пропорциональности; 

−J,R,m соответственно масса, радиус и осевой момент 
инерции колеса (предполагается, что Nmg << ); 

xR && −ϕ=υ  определяет скорость проскальзывания коле-
са относительно полотна дороги. Принимая во внима-
ние, что угловая скорость ϕ&  и скорость проскальзыва-

ния υ могут менять свой знак во время движения коле-
са, согласно (1) в дальнейшем будем считать: 

,NMM;
a

MM

;fNFF;
b

FF

кк

тртр

ρ==
∆+υ+ϕε

∆+ϕε
=

==
∆+ϕε+υ

∆+υ
=

≡υ

≡ϕ

000

000

&

&

&
&

   
(2)

 

где −ρ,f коэффициенты соответственно трения и ка-
чения, которые определяются согласно закону Кулона: 

[ ]
[ ] .при,,при,sign

;при,f,fпри,signff

0-;0

0;0

110

110

≡ϕρρ≠ϕϕρ=ρ
≡υ−≠υυ=

&&&
   (3) 

Считается, что 11
0101 21 >ρρ=µ>=µ /;f/f , 

т. е. трение-качение покоя не равно трению-качению 
при движении, и тем самым за основу берется скачко-
образный закон Кулона. 

1. В случае чистого качения, когда 
( )ϕ≡≡υ≠ϕ &&& Rx00и , должно выполняться: 

[ ]

( )









ϕρ−−ω−ϕ−=ϕ

∈β−=

.Nsign
k

fNRtcJ

;f,ffгде,x
k

fNxm

&&&

&&&

0

11

1

-
1

      (4) 

Здесь ϕ
∆
ε+= &

b
k 1  — коэффициент динамичности, оп-

ределяющий влияние угловой скорости качения на силу 
трения. Из записанных уравнений (4) следует уравне-
ние движения колеса для этого режима: 

( ) ( ) .NsignRtcmRJ ϕρ−ϕβ−ω−ϕ−=ϕ+ &&&& 0
22    (5) 

Остановка режима чистого качения произойдет то-
гда, когда одновременно:  

Ntcи 00 ρ≤ω−ϕ=ϕ& ;                     (6) 

в противном случае при Ntcи 00 ρ>ω−ϕ=ϕ&  про-

изойдет мгновенная смена направления качения колеса. 
Кроме того, чистое качение может перейти в качение с 
проскальзыванием. Условие отсутствия скольжения: 

( ) ,qRNtc
k

qNR
f ϕ−β+ρ−ω−ϕ= &12

0   

где [ ]
211 1-

mR

J
q,f,ff +=∈ . Проскальзывание начнет-

ся тогда, когда: 

( ) ,
qRNtc

qNRf
k

*

* ϕ−β+ρ−ω−ϕ
=

&12
0

1        (7)  
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где −ϕ
** ,k & критические значения соответственно для 

коэффициента динамичности и угловой скорости каче-
ния, при которой начнется проскальзывание колеса. 
Тем самым, получаются следующие кинематические 
условия для режима чистого качения: 

a) при −ϕ<ϕ<
*

&&0  чистое качение; 

b) при −ϕ≥ϕ
*

&&  качение с проскальзыванием; 

c) при Ntcи 00 ρ≤ω−ϕ=ϕ&  — остановка чистого 

качения; 

d) при Ntcи 00 ρ>ω−ϕ=ϕ&  — смена направления 

чистого качения. 
2. В случае чистого скольжения, когда 

( )υ≡≠υ≡ϕ x00 && и , должно выполняться: 

βυ−υ=υ Nsignfm 0& .                         (8) 

Остановка чистого скольжения произойдет, согласно 
уравнению движения (8), когда одновременно: 

0000 0 <υ=υ⇒≤υ=υ −иNsignfи , где −υ  — ско-

рость проскальзывания в момент времени 0−= *tt , где 

*tt =  определяет момент времени, когда 0=υ ; в про-

тивном случае, когда 00 >υ=υ −и , произойдет лишь 

мгновенная смена направления проскальзывания. 
Чистое скольжение может перейти в режим качения 

с проскальзыванием. Чтобы установить это, запишем 
условие отсутствия качения: 

0
1

0 =






 ρ+−ω−ϕ
^k

RfNtc , 

где [ ]11- ρρ∈ρ , . Здесь υ
∆

+= a
k^ 1  — коэффициент 

динамичности, определяющий влияние скорости 
скольжения на момент трения. Качение может начаться, 
когда коэффициент динамичности достигнет своего 
критического значения: 

,
NRftc

N
k ^
*

0

1

−ω−ϕ
ρ=                          (9)  

причем должно выполняться: NRftc 0>ω−ϕ  — необ-

ходимое условие для начала качения. Из уравнения (9) 
значение критической скорости проскальзывания, при 
которой будет начинаться качение, определится по 
формуле: 














−

−ω−ϕ
ρ∆=υ 1

0

1

NRftc

N

a*
,         (10) 

где ( )RfNtc 01+ρ≤ω−ϕ , и тем самым: 

( )RfNtcNRf 010 +ρ≤ω−ϕ< . 

В итоге, получаются следующие кинематические 
условия для режима чистого скольжения: 

a) при −υ<υ<
*

0  чистое скольжение; 

b) при −υ≥υ
*

 качение с проскальзыванием; 

c) при 00 <υ=υ −и  — остановка чистого сколь-
жения; 

d) при 00 >υ=υ −и  — смена направления чистого 
скольжения. 

3. Кратковременные остановки колеса, когда 
( ):0x00 ≡≡υ≡ϕ && и  

[ ]
( ) [ ]




ρρ∈ρ≡ρ−−ω−ϕ−
=⇒∈≡

.,где,NfNRtc

;ff,ffгде,fN

11

11

-0

0-0

   
 (11) 

Из уравнений (11) следует, что .Ntc 0=ρ−ω−ϕ  

Условие начала качения после кратковременной (или 
длительной) остановки: 

.Ntc 1ρ=ω−ϕ                                 (12) 

Очевидно, что после остановки режим чистого сколь-
жения сразу начаться не сможет. 

4. Качение с проскальзыванием, когда 
( )xRи &&& −ϕ=υ≠υ≠ϕ 00 , будет описываться следую-

щими дифференциальными уравнениями: 
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           (13) 

Окончание проскальзывания, когда одновременно: 

⇒ϕβ−ρ+≤ω−ϕ=υ &

m

J
N

k
qNRftc, 00

1
0  

.

m

J
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(14)          
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Окончание качения, когда одновременно: 

⇒ρ+≤ω−ϕ=ϕ
^00

1
,0

k
NNRftc&  

NRftc

N
k, ^

0

00
−ω−ϕ

ρ
≤=ϕ& .                     (15) 

Полная остановка, когда одновременно: 

.NNRftcи, 0000 ρ+≤ω−ϕ=υ=ϕ&               (16) 

Для описания движения ведущего колеса получим 
в итоге следующую систему дифференциальных 
уравнений: 
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Для последующего анализа полученных уравне-
ний введенной модели ведущего колеса удобнее пе-
рейти к безразмерным переменным: 

( ) υ
ε

=ηω−ϕ=ξ=τ
NRf

cJ
,t

NRf

c
,t

J

c

00

      (18) 

и безразмерным параметрам: 

.
c

J

m
,

R
,

Rf

,
mR

J
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NRf

cJ
,

NRf

cJ
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ε
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ε
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2
00
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Кроме того, для последующего будем иметь в виду, 
что: 

η
δ

+=Ω+ξ
δ

+= a
k,

b
k ^ 11 & ,         (20) 

и производную по безразмерному времени τ  будем 
снова обозначать точкой.  

1. Чистое качение, :, 0≡ηΩ−≠ξ&  

( ) ( )







Ω+ξκ+Ω+ξ

−
χ+ξ−−=ξ &&&& sign

qq

q

1
1 .    (21) 

Остановка чистого качения согласно (21), когда 

одновременно ;, κ≤ξΩ−=ξ&  в противном случае, 

когда κ>ξΩ−=ξ ,& , будет мгновенная смена знака 

угловой скорости. Условие начала скольжения:  

*

*
q

k
Ω+ξχ+κ−ξ

µ=
&

1 .                           (22) 

Кинематические условия в безразмерном виде: 

a) при −Ω+ξ<Ω+ξ<
*

&&0  чистое качение; 

b) при −Ω+ξ≥Ω+ξ
*

&&  качение с проскальзыванием; 

c) при κ≤ξΩ−=ξ и&  — остановка чистого качения; 

d) при κ>ξΩ−=ξ и&  — смена направления качения. 

2. Чистое скольжение, :, 0≠ηΩ−≡ξ&  

( ) .signq χη−η−α=η 1&                  (23) 

Остановка чистого скольжения, когда ., 00 <η=η −  

В противном случае, когда 00 >η=η −, , будет мгно-

венная смена знака для скорости проскальзывания. Ус-

ловие начала качения, когда ,k ^
* 1

2

−ξ
κµ=  откуда опре-

деляется критическая скорость проскальзывания: 

.
a

* 












−

−ξ
κµ

δ
=η 1

1
2        (24) 

Кинематические условия в безразмерном виде: 

a) при −η<η<
*

0  чистое скольжение; 

b) при −η≥η
*

 качение с проскальзыванием; 

c) при 00 <η=η −и  — остановка чистого сколь-

жения; 
d) при 00 >η=η −и  — смена направления сколь-

жения. 
3. Кратковременная остановка, когда: 

0≡ηΩ−≡ξ ,&  .и κµ<ξ 2                 (25) 

Срыв произойдет, когда κµ=ξ 2 , после чего начнется 

качение. 

4. Качение с проскальзыванием, ., 0≠ηΩ−≠ξ&  

Описывается следующей системой дифференциаль-
ных уравнений:
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Окончание качения, когда одновременно: .
k

, 1+
κ

≤ξΩ−=ξ&  

Окончание скольжения, когда одновременно: .
k

q
, Ω+ξχ+−κ≤ξ=η &0  

Полная остановка, когда одновременно: .,, 10 +κ≤ξ=ηΩ−=ξ&  

В итоге получим: 
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Приведен алгоритм (17), (27) для численного моде-
лирования движения ведущего колеса локомотива (ав-
томобиля), который нетрудно реализовать на компью-
тере. Здесь это не делалось, так как целью данной ра-
боты являлось не решение конкретной задачи, а пред-
ставление новой теории качения. Приведенная модель 
использовалась для наглядности такого представления. 

Выводы 
1. Предложена новая теория качения колеса, совер-

шенно оригинальная и не похожая на другие. Вместо 
определения силы сопротивления и момента трения 
качения напрямую через контактные напряжения здесь 
это делается косвенным путем. Для их определения 
используются качественные зависимости от скоростей 
скольжения и качения, которые аналитически выража-
ются через аппроксимацию Паде. 

2. Новая теория не входит в противоречие с сущест-
вующими теориями. Так, классическая теория, где сила 
трения и момент качения определяются в соответствии 
со скачкообразной характеристикой кулонова трения, 
будет являться частным случаем новой теории, ее ус-
редненным вариантом. 

3. Новая теория не привязана к какой-либо модели 
колеса — например, щеточной (brush) модели, струн-
ной или какой-либо еще. Поэтому теорию можно с 
одинаковым успехом применять как в железнодорож-
ном транспорте, так и в автомобильном. Здесь следует 
иметь в виду, что для колес железнодорожного транс-
порта параметр ε=α /R  должен быть существенно 

больше такого же параметра колеса автомобильного 
транспорта, так как автжел ε<<ε . 

4. Теория хорошо вписывается и дополняет теорию 
поликомпонентного трения, предложенную академиком 
РАН В.Ф. Журавлевым. Существенно, что в новой тео-
рии динамика процессов, происходящих в пятне кон-
такта, определяется через кинематические величины, 
что в частности, позволяет учитывать изменение мо-
мента трения качения колеса во время движения – 
раньше это не удавалось делать. Существенно и то, что 
часть теории поликомпонентного трения, относящаяся 
к качению, получила новое качественное обоснование. 

5. Введена новая динамическая модель ведущего 
колеса локомотива (автомобиля). 

6. На введенной модели ведущего колеса получены 
новые качественные результаты, найдены определяю-
щие кинематические условия для определения: 

a) остановки чистого качения или перехода в режим 
качения с проскальзыванием; 

b) остановки чистого скольжения или перехода в 
режим качения с проскальзыванием; 

c) остановки качения с проскальзыванием или пере-
хода в режим чистого качения или чистого скольжения; 

d) кратковременной (или длительной) полной оста-
новки и перехода в режим чистого качения. 

7. Предложен принципиально новый подход к рас-
смотрению динамических задач фрикционного кон-
тактного взаимодействия, дающий новый инструмент и 
существенно облегчающий исследование трудоемких 
задач подобного типа. 
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В заключение хотелось бы отметить следующее. В су-
ществующих источниках [30–32], явно или не явно, 
всегда подразумевается, что псевдоскольжение и сила 
крипа в пятне контакта возникают у ведущего колеса 
при наличии крутящего или тормозного момента. Меж-
ду тем, по мнению автора, такую же картину можно 
наблюдать и у ведомого колеса, если к его оси прило-
жена сила в направлении движения. Такая сила должна 
приводить к появлению тангенциальной силы сопро-
тивления в пятне контакта, а, значит, должны проявить-
ся и псевдоскольжение, и силы крипа. В этом случае 
перечисленное, скорее всего, будет менее заметно: 
скольжение с проскальзыванием будет проявляться в 
меньшей степени. Тем не менее, при больших скоро-
стях движения ведомого колеса, например у самолета 
при посадке, качение с проскальзыванием может про-
являться сильно. Это следует иметь в виду при изуче-
нии явления шимми [29]. В статье В.Ф. Журавлева [29] 
в рамках классической теории качения методом осред-
нения были получены необходимые условия ( )fR>ρ  
для возникновения автоколебаний  в плоскости ведо-
мого колеса (псевдошимми) при кубической характе-
ристике Кулонова трения. Для сравнения заметим, что 
применяя новую теорию качения, такой же результат 
для рассматриваемой модели получается гораздо про-
ще, без использования асимптотических методов. 
Уточняется и вид движения при автоколебаниях: это не 
чистое скольжение колеса при его полной блокировке, 
как это было получено в работе [29] в результате пре-
дельного перехода, а чередование качения с проскаль-
зыванием и чистого скольжения. При этом выбор ха-
рактеристики Кулонова трения – скачкообразной или 
кубической, не влияет на решение данного вопроса. 

Получилась физически ясная теория качения колеса.  
Благодаря ей, казалось бы, обычная задача о движении 
ведущего колеса приобрела определенное значение и 
для практического применения, были получены новые 
качественные результаты. Классическая теория, к при-
меру, не позволяет получить аналогичные результаты 
— что, по-видимому, и объясняет отсутствие интереса 
к описанию подобных моделей в настоящее время. 

Классическая теория качения как более грубая в 
сравнении с новой теорией описывает движение колеса 
как бы усреднено, без излишних подробностей, сгла-
живая их. Об этом говорит, например, то, что в ней ни-
как не учитывается степень проскальзывания колеса 
относительно полотна дороги — имеется в виду и ве-
личина скорости проскальзывания, а не только ее знак. 
Как следствие, классическая теория не позволяет улав-
ливать некоторые качественные моменты, которые сле-
дует принимать во внимание для получения более точ-
ных результатов. Так, определение кинематических 
условий переключения с одного режима движения на 
другой, что предлагает новая теория, раньше было про-
сто невозможно. Определение текущего режима дви-
жения колеса — чистого качения, качения с проскаль-
зыванием, чистого скольжения или кратковременной 
остановки — все это имеет большое значение при мо-
делировании движения колесных экипажей как в же-
лезнодорожном, так и в автомобильном транспорте. 
 Источником вдохновения при создании новой теории, 
как это ни странно, послужила моя предыдущая работа 
над основами математически строгой теории бурения 

[33]. Некоторые идеи из создаваемой теории бурения 
нашли свое продолжение и в данной работе по теории 
качения колеса. Примечательно, что для таких разных 
задач вид дифференциальных уравнений похож друг на 
друга. Поэтому можно прогнозировать, что при чис-
ленном счете приведенной модели также могут быть 
обнаружены режимы детерминированного хаоса. Во-
прос только в том, будут ли хаотичные режимы отве-
чать реальным случаям движения колеса или нет. 
Можно предположить, что качественное обоснование 
всей теории поликомпонентного трения, будет анало-
гично тому, как это было сделано в представленной 
новой теории качения. По-видимому, при скольжении 
тела с верчением в пятне контакта тоже будут зоны 
сцепления и скольжения, с возможностями как псевдо-
скольжения, так и пвсевдоверчения, и появления упру-
гой силы и момента. Для подтверждения этого нужны 
экспериментальные данные. 
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