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Авторами предложена многогранная модель абразивного зерна, а также указан способ ее применения при конструирова-
нии режущего абразивного инструмента. Модель учитывает геометрию абразивных частиц и их расположение по отноше-
нию к обрабатываемому изделию, что облегчает определение характеристик режущей способности инструмента. Для изме-
рения соотношения длин осей абразивных частиц в предложенном методе используются свойства проекции статического 
многогранника. Обширная литература по анализу размера частиц свидетельствует о бесполезности попыток дать полную 
характеристику частиц неправильной формы с помощью ограниченного числа параметров. Предложенная статистическая 
многогранная модель не представляет в этом смысле исключения, не претендует на решение многих проблем и представляет 
собой, скорее, попытку ограничить обычные понятия о коэффициенте формы рамками, которые ставят их в более тесную 
взаимосвязь с функцией частиц, используемых в качестве режущих инструментов. Исследование, на котором основана дан-
ная статья, началось с того, что три отдельных параметра геометрии абразивного зерна (общая форма, острота вершин и 
кромок и микротопография поверхности) были признаны основными для характеристики резания. Статья посвящена в ос-
новном первому из них, но при соответствующем изменении, при условии получения достаточно подробных и точных данных, 
предложенные понятия можно применить и для двух других параметров. Фактически, настоящая попытка унификации вы-
текает из вывода, что общая форма, расположение углов и микротопография — это только отдельные стороны более ши-
рокого понятия. Цель введения статистического метода описания абразивного зерна заключается в обеспечении наиболее 
экономичного решения данной проблемы. Расстояния между работающими зернами оказывают большое влияние на характер 
износа или излома. При окончательном анализе, в качестве основы математической теории шлифования, наиболее приемле-
мым будет статистическое описание шлифовальной поверхности в целом, а не отдельных частиц. Для этого возможно ис-
пользование спектра Фурье, как это предложено в статье. 
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The authors of the article have proposed a polyhedral model of abrasive grain and the method for applying it to construct a cutting 
abrasive tool. The model considers geometry of abrasive particles and their layout in relation to a processed product that facilitates 
determination of characteristics of cutting capacity of the tool. To measure a ratio of lengths of axes of abrasive particles, properties of 
a projection of a static polyhedron have been used in the method proposed. Extensive literature research of the analysis of the size of 
particles testifies the uselessness of attempts to give the complete characteristic of particles of irregular shape by means of limited num-
ber of parameters. The statistical polyhedral model proposed does not represent the exception and does not claim to be a decision for 
many problems. Rather this model represents an attempt to restrict normal concepts of a form coefficient with frames which put them in 
more tight correlation with function of the particles used as cutting tools. Research on which this article is based began with the fact 
that three separate parameters of geometry of abrasive grain (the general form, sharpness of peaks and edges and micro topography of 
a surface) were recognized as the mains for the characteristic of cutting. Article is devoted generally to the first parameter, but in case 
of corresponding change it is possible to apply the offered concepts also to two others on condition of receiving enough detail and exact 
data. Actually real attempt of unification follows from an output that the general form, layout of angles and micro topography is only 
separate sides of broader concept. The purpose of introduction of the statistical method of the description of abrasive grain means to 
support the most economical solution for this problem. Distances between operating grains exert a great influence on nature of wear or 
fracture. As the basis of the mathematical theory of grinding when doing final analysis, the statistical description of a grinding surface 
in general has been more acceptable than the description of separate particles. Fourier’s spectrum, offered in article, suit perfectly for 
this purpose. 
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Введение 
Шлифование — это процесс резания, во многом 

сходный с фрезерованием, точением и строганием. В 
течение долгого времени было принято при анализе 
рассматривать каждое абразивное зерно в шлифоваль-
ном инструменте как вершину миниатюрного резца и 
применять при этом обычную схему процесса резания, 
предложенную Мерчантом [1]. 

В отличие от большинства режущих инструментов 
геометрия абразивных зерен меняется в широких пре-
делах. Поэтому такие важные параметры, как задний и 
передний угол зерна, могут быть определены только 
статически [2]. Кроме того, сложность геометрии ре-
жущих частиц исключает применение чисто детерми-
нистического подхода к конструированию абразивного 
инструмента. 

В данной статье приводится статистический метод 
решения некоторых вопросов конструирования абра-
зивных изделий. Вводится понятие статистического 
многогранника и указывается способ пользования им 
для решения проблем конструирования. 

Методика исследований. Понятие статистического 
многогранника развилось на основе попыток связать 
режущую способность абразивных частиц с их геомет-
рической формой и расположением относительно об-
рабатываемой детали. Контакт абразивного зерна с об-
рабатываемой поверхностью может быть точечным, 
линейным или плоскостным (рис. 1). 

 

Рис. 1. Виды контакта абразивного зерна с обрабатываемой 
деталью 
 

В абразивных изделиях как положение, так и форма 
зерна меняются. Поэтому влияние формы абразивных 
частиц на режущую способность заметно меняется в 
зависимости от их расположения относительно обраба-
тываемой детали [3]. 

Под статическим многогранником понимается мно-
гогранная форма в совокупности с множеством ее по-
ложений. Интерес представляют два случая располо-
жения частиц: 1) беспорядочное расположение в трех-
мерном пространстве и 2) беспорядочное азимутальное 
расположение на плоскости. Первое применимо к свя-
занным абразивам, у которых зерна беспорядочно рас-
положены в трехмерной матрице. Второе более приме-
нимо к нанесенным абразивам, поскольку как при 
электростатическом процессе, так и при гравитацион-
ном нанесении абразивных частиц достигается извест-
ная упорядоченность в отношении их расположения в 
направлении, перпендикулярном плоскости основы. 

На рис. 2 представлена пространственная система 
координат, показывающая различные положения, ко-
торые может занимать зерно по отношению к детали. 
Радиус-вектор  r,  проведенный из центра тяжести зер-
на к его поверхности, может занять любое положение в 
пространстве. Если плоскость Р, перпендикулярную 
вектору r, принять за плоскость обрабатываемой дета-
ли, сумма всех таких плоскостей представит сумму 
всех направлений, по которым разные зерна могут со-
прикасаться с обрабатываемой деталью. Вектор плос-
кости резания v для каждого радиус-вектора r может 
иметь любое направление на плоскости. Для нанесен-
ного абразива вектор r более или менее определяется 
методом нанесения зерна, вектор v может иметь любое 
направление в плоскости Р. Для связанных абразивов 
направления как r, так и v будут статическими пере-
менными. 

 

Рис. 2. Изображение геометрии частицы и ее ориентации 
относительно обрабатываемой детали 
 

Отметим два следующих важных параметра стати-
стического многогранника: 

1. Суммарная функция распределения F(r) радиу-
сов, измеренных от центра зерна до его поверхности в 
различных направлениях. 

2. Статистическое распределение проекций поверх-
ности зерна. 

Первый параметр представляет интерес при анализе 
усилий и износа характеристик зерна. Второй, как бу-
дет видно из дальнейшего, создает возможную основу 
для измерения формы абразивных зерен. 

В данной статье понятие статистического много-
гранника ограничивается применением только для зе-
рен относительно простой геометрии при относительно 
простой совокупности положений. Рассматриваются 
только прямоугольные призмы, но указываются мето-
ды, позволяющие применить это понятие к более 
сложным формам. Ориентация зерен, определяемая 
направлением вектора r, предполагается распределен-
ной случайно и равномерно; вероятность того, что r 
заключено в каком-либо телесном угле, пропорцио-
нальна величине этого угла. 

Метод вывода плотности вероятности (функции 
распределения f(r)) и суммарной функции распределе-
ния F(r) может быть рассмотрен на примере куба. Бла-
годаря симметрии мы можем рассматривать в этом 
случае лишь векторы, оканчивающиеся на верхней 
грани куба. 
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Рассмотрим сферу радиусом 3a , описанную во-
круг куба со стороной 2а (рис. 3). Представим себе век-
тор s, начинающийся от центра куба О и заканчиваю-
щийся на верхней грани куба в точке S. Продолжим 
вектор s до пересечения с описанной сферой в точке S’. 
При перемещении точки S по периметру верхней грани 
куба точка S’ очертит четырехсторонний сферический 
многоугольник, площадь поверхности которого будет 

равна ( ) 22
2]34[

6

1
aa π=π . 

 

Рис. 3. Куб и описанная сфера 

Для заданного r (например r = R) все векторы длин-
ной меньше R будут заключены в конусе с образующей 
R (рис. 4). Этот конус пересекается с плоскостью куба 
по окружности С1 и с поверхностью сферы — по ок-
ружности С2. Окружность С2 образует основание сфе-
рического сегмента, а поверхность этого сегмента, де-

ленная на 22 aπ  (поверхность сферического много-
угольника), является суммарной вероятностью Pr 
(r < R). 

 

Рис. 4. Схема вывода суммарной функции распределения 
 

Определение данного участка описывающей по-
верхности дает следующее выражение для суммарной 
функции распределения: 

2);1(3)F( ara
r

a
r <<−= ,                  (1) 

и после дифференцирования: 

,
3

)(
2

2ara;
r

a
rf <<=

   
(2) 

для функции плотности вероятности. 
Отметим, что уравнения (1) и (2) должны быть со-

ответствующим образом изменены, чтобы учесть, что 
пересечение конуса с гранью куба не полностью лежит 
в этой грани. Для внесения необходимой поправки тре-
буется лишь определить, какая часть пересекающейся 
окружности лежит в пределах грани куба, и использо-
вать этот коэффициент при определении дифференци-
ального элемента поверхности описанной сферы. 

Из рис. 5: 
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Тогда 
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4/
 — часть дуги окружности С1, 

лежащей на грани куба; такая же часть дуги С2 лежит 
на поверхности сферического многоугольника, по-
строение которого показано на рис. 3. Отсюда функция 
плотности вероятности будет: 

 

 
Рис. 5. Верхняя грань куба 
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Интегрируя уравнение (5), получаем суммарную 
функцию распределения: 
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Решение для куба легко распространить и на пря-
моугольную призму с тремя неравными сторонами 2а, 
2b, 2c. В этом случае, ввиду низшего порядка симмет-
рии по сравнению с кубом, надо рассматривать три из 
шести плоскостей призмы. Вместо этого можно соста-
вить распределение длин радиус-векторов в числовом 
выражении. Последнее приближение имеет то пре-
имущество, что его легко применить и для форм более 
сложных, чем прямоугольные призмы. В этом случае 
для выборочного представления поверхности частицы 
выбирают большое число векторов, причем длина каж-
дого вектора вычисляется геометрически. По этим дан-
ным может быть построена суммарная частотная ха-
рактеристика, аппроксимирующая суммарную функ-
цию распределения с любой степенью точности. 

Функции f(r) и F(r) были вычислены для шести призм, 
обозначенных 111, 112, 114, 122, 124, 144. Первая, вторая 
и третья цифры обозначают соответственно длины самой 
короткой, второй по длине и самой длинной призмы. На 
рис. 6 приведены F(r) для этих четырех конфигураций. 

 

Рис. 6. Суммарные распределения длин векторов 

Суммарная функция распределения F(r) создает осно-
ву для сравнения тенденции к разрушению зерен различ-
ной геометрии. Каждое зерно с совокупностью различных 
его положений можно рассматривать как сферу с диамет-
ром, равным диаметру описанной сферы. Так как объем 
описанной сферы больше объема зерна, ясно, что не весь 
объем будет занят абразивом; ясно также, что вероятность 
занятия абразивом изменяется с удалением от центра, 
достигая единицы в центре и нуля на периферии. Функ-
ция F(r) показывает изменение этой вероятности. Таким 
образом, можно в определенном смысле считать, что сфе-
ра обладает различной «плотностью». «Прочность» сфе-
ры должна меняться в обратном расстоянию от центра 
отношении, и на расстоянии r от центра она будет равна 
функции F(r), умноженной на максимальную прочность 
сплошной сферы из абразивного материала [4]. 

Функция F(r) дает также представление об износ-
ных характеристиках зерен различной формы. 

Величина изношенного поперечного сечения может 
быть определена как поверхность основания сфериче-
ского сегмента, показанного на рис. 7. 

Каждая частичка рассматривается как сфера радиу-
са rm, где rm — максимальный радиус-вектор (для куба 

со стороной а, например, rm  = 3 ). 
Если провести через сферу на расстоянии R от цен-

тра плоскость а, то можно выбрать элементарный уча-
сток поверхности: 

.2 xdxdA π=    (7) 
Но: 
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Рис. 7. Изношенное сечение описанной сферы 

Вероятность того, что длина произвольного вектора 
находится в пределах между r и (r+dr) , составляет 
f(r)dr. Тогда: 

∫π=
mr

R

drrrfRA )(2)( .   (10) 

Интерес представляет кривая интеграла rf(r) ,       
выраженная в функции нижнего предела R в интервале 
r < R < rm. Так как поверхность износа по задней грани 
является важным фактором, определяющим эффектив-
ность режущего инструмента, функция A(R) имеет 
большое значение при сравнении форм абразивных 
зерен. 

Заметим, что R — это расстояние от плоскости из-
носа до центра частицы. В шлифовальном инструменте 
расстояние R должно распределяться статистически, 
ибо по достижении им состояния равновесия зерна, 
расположенные на его рабочей поверхности, будут 
иметь различную степень износа. 

Если известно распределение R, можно вычислить 
действительные сечения износа. Как будет показано ни-
же, распределение R связано с понятием твердости инст-
румента. 

Если зерна расположено в связке беспорядочно, то 
R будет равномерно распределяться в интервале          
rm < R < rm, где rm — радиус описанной сферы. Предпо-
ложим, однако, что когда R за счет износа уменьшится 
до некоторой критической величины Rс, зерна будут 
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вырываться из связки. Тогда в первом приближении 
можно предположить, что R равномерно распределяет-
ся в интервале rm < R < Rс. Более общим будет условие, 
что Rс рассеяно, а не имеет постоянного значения, и 
распределение R не будет равномерным. При прибли-
жении R к критическому значению Rс вероятность вы-
рывания зерен приближается к максимуму. Во всяком 
случае, если известно A(R), ожидаемое изношенное 
сечение частицы будет определяться выражением: 

,)()(∫
−

=
m

m

r

r

dRRARpA
   

(11) 

где p(R) — распределение R, а A(R) определяется по 
указанной выше формуле. 

Функции A(R) для шести изученных призм пред-
ставлены на рис. 8 и 9. 

На этих графиках все результаты приведены к еди-
ному объему зерен, так что можно сравнивать размеры 
зерен различной формы. 

 

Рис. 8. Распределение изношенных поверхностей форм 111, 
114, 144 
 

 

Рис. 9. Распределение изношенных поверхностей форм 112, 
122, 124 
 

Роль изношенного сечения аналогична роли пло-
щадки износа по задней поверхности в инструменте с 
заданной геометрией. Как теоретически, так и экспе-
риментально доказано, что для заданного переднего 
угла, угла трения и угла сдвига глубина резания при 
постоянном усилии подачи является линейной функци-
ей площадки износа на задней поверхности [5; 6]. Та-
ким образом, функция A(R) отражает соотношение 
объема древесины и усилий шлифования. 

Результаты исследований. Несмотря на то, что 
теория статистического многогранника может помочь в 
определении характеристик абразивных зерен, ее при-
менение возможно лишь при следующих условиях 
[7; 8]: а) форма абразивных частиц может быть с доста-
точным приближением представлена в виде прямо-
угольных призм; б) известны отношения сторон этих 
призм. Далее предполагается, что первое условие вы-
полняется, и предлагается способ определения соотно-
шения сторон призмы методом проекций. 

Рассмотрим рис. 10. По определению b = ma и 
c = nb = mna. Если принять 2а = 1, то 2b = m и 
2c = mn, а проекция поверхности частицы будет опре-
деляться выражением: 

,4 2nmbcAp ==
   

(12) 

где проекция взята по самой короткой стороне частицы. 

 

Рис. 10. Соотношение длин осей призмы l = c/a; n = c/b;       
m = b/a 
 

Подсчитаем теперь диаметр окружности, площадь 
которой равна площади проекции абразивной частицы. 
Тогда: 

,22 nmr =π     (13) 

,
2

2

π
= nm

r     (14) 

,
π

= n
mr     (15) 

 
или: 

,22
π

== n
mrD    (16) 

где D — искомый диаметр, мм. 
Рааль [9] предложил ввести коэффициент формы в 

следующем виде: 
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объемный коэффициент формы =
V

D 2

       (17) 

и применять этот коэффициент как основу для класси-
фикации частиц по форме. Объем V частицы может 
быть определен по Раалю путем взвешивания опреде-
ленного числа зерен и деления полученного веса на Nρ, 
где N — число зерен, шт.; ρ — удельный вес, кг/м2. 

Однако объемный коэффициент формы Рааля не 
однозначен, и в действительности множество частичек 
с различным соотношением длины и ширины может 
быть описано одним коэффициентом формы. 

Таким образом,  

( ) ,
8

2
2/3

2/3333

π
=π= nm

/nmD             (18) 

и объем V можно записать в виде: 

.)1)()(( 2nmmnmV ==           (19) 

Следовательно, 

коэффициент формы = nmnm
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44,1
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3

2

3
3

=

π

=

π

(20) 

При постоянном значении k1 уравнение: 

144,1 knm =                      (21) 

определяет контуры всех частиц, имеющих фиксиро-
ванный коэффициент формы. Прологарифмировав это 
уравнение, получим: 

constnm =+ log
2

1
log .               (22) 

Таким образом, в логарифмической сетке контуры 
зерен будут представляться прямыми линиями. 

Если m = n = 1 (куб), коэффициент формы равен 
1,44. Для m = n = 2 коэффициент формы равен 4,06, а 
для m = 8 и n = 1 коэффициент формы равен 11,50. Как 
видно из приведенного выше уравнения, эти формы 
отнюдь не единственные, которые описываются дан-
ными коэффициентами. 

Ясно, что неоднозначность, присущая приближе-
нию Рааля, может быть устранена за счет применения 
двух измерений вместо одного; при этом можно полу-
чить два уравнения, разрешимые относительно двух 
неизвестных m и n. 

В работе [10] Рааль предложил применить для из-
мерения формы фотоэлектрический метод. При этом 
наблюдаются частицы с упорядоченной ориентацией. 
В частности, можно наблюдать частицы, находящиеся 
в наиболее устойчивом положении; тогда полученная 
проекция их поверхности будет связана с данным 
расположением. Предположим, что в дополнение к 
этой проекции поверхности измеряются проекцией 
частиц, расположенных беспорядочно. Такие измере-
ния проводились много лет в турбидиметре Вагнера 
[11], в котором для определения удельной площади 

поверхности взвешенных в суспензии беспорядочно 
расположенных абразивных частиц измерялись поте-
ри проходящего луча света. Согласно Коши [12] пло-
щадь проекции поверхности равна 1/4 действительной 
площади поверхности при условии, что частицы не 
имеют входящих углов. 

Площадь поверхности призмы может быть легко 
рассчитана. Для призмы с размерами 1, m и mn 
(рис. 10) площадь поверхности будет: 

),1(2222 ++=++ nmnmmmnnm2
  (23) 

а средняя площадь проекции поверхности беспорядочно 
расположенных частиц, вычисленная по Коши, будет: 

).1(
2

1
)1(2

4

1 ++⋅=++⋅ nmnmnmnm

  

(24) 

Поверхность инструмента, имеющего ту же пло-
щадь, получаем из выражения: 
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При постоянстве значения k2 уравнение: 

 2

2

3

)1(512,0
k

mn

nmn =++
  (30) 

позволяет определить контур всех частиц, имеющих 
фиксированный коэффициент формы. Таким образом, 
если известны коэффициенты формы k1 и k2 для частиц, 
расположенных соответственно упорядоченно и слу-
чайно, уравнения (21) и (30) могут решены относи-
тельно величин m и n. Решения будут представляться 
пересечением двух семейств кривых (рис. 11). 



Системы. Методы. Технологии. А.В. Сергеевичев и др. Статистическая многогранная … 2016 № 3 (31) с. 99-106 

105 

 

 

Рис. 11. Соотношение n и m 

Измерение проекций поверхности абразивных час-
тиц в двух положениях может быть осуществлено со-
четанием методов Рааля и Вагнера. Требуемое количе-
ство частиц на единицу веса абразивного материала 
может быть получено автоматически при помощи фо-
тоэлектрического приспособления, как это предлагает-
ся в работах [13; 14]. 

Описанный метод измерения некоторых параметров 
абразивных частиц служит лишь одним примером об-
щего подхода, при котором основные параметры фор-
мы могут быть определены из двух серий измерений, 
проводимых различными методами. Применение мето-
дов просеивания, отмучивания или просеивания через 
сита с двумя контурами отверстий может также пред-
ставить достаточные данные для определения формы 
абразивных частиц. 

Выводы 
Идея статистического многогранника позволяет со-

четать в едином понятии такие параметры, как размер, 
форма и ориентация частиц, что весьма полезно при оп-
ределении режущей способности абразивного зерна. Это 
понятие позволяет оценивать очень важные характери-
стики излома и износа абразивного зерна. Однако сум-
марная функция распределения F(r) не является одно-
значной и не может характеризовать тонкую структуру 
поверхности частиц. Для этого должен быть известен 
спектр Фурье поверхности частицы. Предполагается 
проведение дальнейших работ в этом направлении. 

Для определения соотношения сторон прямоугольной 
призмы могут быть использованы свойства проекций ста-
тистического многогранника. Частицы такой формы мо-
гут быть полностью охарактеризованы двумя параметра-
ми: отношением длины к ширине и отношением ширины 
к высоте. Поскольку обычно форма зерна должна быть 
охарактеризована больше чем двумя параметрами, воз-
можность применения предложенного метода для более 
сложных форм должна быть дополнительно изучена. 
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Развитие методов организационно-технологического проектирования в условиях ограниченного финансирования — задача 

сложная, но решаемая. В статье рассматриваются вопросы внедрения актуальных методов информационного моделирова-
ния, в том числе многомерного моделирования инвестиционно-строительных проектов с использованием визуальной состав-
ляющей. В рамках данной статьи разработаны основы применения метода многомерного моделирования с использованием 
блочно-кластерной структуры проекта, а также описана возможная схема организации взаимодействия участников инве-
стиционно-строительной деятельности на строительной площадке с участием инжиниринговой компании в лице разработ-
чика многомерной модели реализации инвестиционно-строительного проекта. Вопрос взаимодействия участников проекта 
связан с возможностью совместной разработки и эксплуатации многомерной модели с сохранением преимуществ и эффек-
тивности ее использования при управлении как отдельными строительными операциями, так и проектом в целом. Среди ос-
новных задач организационно-технологического проектирования, которые могут быть эффективно решены при помощи ме-
тодов многомерного моделирования, в том числе на основе блочно-кластерных структур, выделяются: объединение большого 
количества информации, разной по характеру, способу ее хранения, восприятия и передачи в единый информационный блок; 
создание динамичных единичных блоков, которые обеспечивают возможность корректировки и адаптации таких блоков для 
решения конкретных задач; объединение единичных блоков в модели проектов; возможность отображения многочисленных 
характеристик единичного блока для идентификации как программным обеспечением, так и оператором с целью оптимиза-
ции принятия организационно-технологических решений; создание условий, позволяющих работать как с единичными инфор-
мационными блоками, так и с итоговой моделью в многопользовательском режиме для минимизации проектных противоре-
чий и пространственных коллизий. 

 
Ключевые слова: многомерное моделирование; BIM-технологии; инвестиционно-строительная деятельность; инжинирин-

говая компания; планирование в строительстве. 
 


