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Предлагается метод оценки динамических свойств механических колебательных систем на основе использования понятий 
о динамической жесткости. Метод применим для линейных систем и основан на использовании преобразований Лапласа с 
последующим построением структурных математических моделей. Используется система динамических аналогий и аппарат 
теории автоматического управления. Вводится понятие квазипружины как структурного образования механических колеба-
тельных систем. Такое образование состоит из типовых элементов, соединяемых между собой по правилам, характерным 
для последовательного и параллельного соединения пружин, а также правил обратной связи. Особенность предлагаемого 
подхода заключается в распространении понятия динамической жесткости на систему в целом, отдельные части и типовые 
элементы. Понятие квазипружины предполагает возможности иерархического обобщения динамических жесткостей от 
типового элемента до системы в целом. Показано, что резонанс в системе соответствует режиму динамического взаимо-
действия элементов при нулевой динамической жесткости системы в целом. Приводятся примеры преобразований и по-
строения квазипружин. Основой для построения алгоритмов определения частот собственных колебаний системы и выбора 
форм динамических взаимодействий является характеристическое частотное уравнение системы. Показано, что в физиче-
ском смысле характеристическое частотное уравнение представляет собой сумму динамических жесткостей в схемах при-
ведения параметров системы к точке приложения внешней силы. Приведен ряд примеров. 
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The method has been proposed to estimate dynamic properties of mechanical oscillation systems based on the concepts of dynamic 

stiffness. The method can be used for linear systems and is based on the application of Laplace transformations with subsequent con-
struction of structural mathematical models. System of dynamic analogies and rules of automation control theory are used. Concept 
«quasi-spring» is introduced as structural formation of mechanical oscillation systems. The formation consists of typical elements, con-
nected in accordance with the rules for serial and parallel connecting and the rules of feedback coupling. The peculiarity of the ap-
proach proposed lies in the dissemination of the concept of dynamic stiffness on the whole system, its parts and typical elements. The 
concept of quasi-spring suggests possibilities for hierarchical generalization of dynamic stiffness from typical elements to the system in 
whole. It is shown that the system resonance correspond to the regime of dynamic interaction of elements at zero dynamic stiffness of the 
system in whole. Examples for transformations and constructions of quasi-springs are presented. Characteristic frequency equation of 
the system is a basis for constructing the algorithms of identification of frequencies of characteristic oscillations in the system and for 
choosing the forms of dynamic interactions. It is also shown that characteristic frequency equations is physically a sum of dynamic stiff-
ness in the schemes for reducing the system parameters to the external force application point. Examples are also given. 

 
Key words: dynamic stiffness; quasi-springs; forms of joint movements; structural transformations. 
 
Введение 
Динамические свойства технических объектов 

предопределяют возможности обеспечения надежной 

и безопасной работы машин, оборудования, приборов 
в условиях интенсивного динамического нагружения. 
Расчетные схемы технических объектов в задачах ди-
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намики чаще всего представляют собой механические 
колебательные системы с ограниченным числом сте-
пеней свободы и набором достаточно небольшого 
числа типовых составляющих или элементов. 

Предварительное исследование особенностей дина-
мического состояния объектов является необходимым 
условием обоснования работоспособности предлагае-
мых конструктивно-технических решений [1–3]. 

Методологические основы формирования матема-
тических моделей, развитие специальных методов и 
способов оценки динамических свойств упругих сис-
тем нашли отражение в работах [4–6]. В последние 
годы большое внимание уделяется методам математи-
ческого моделирования и возможностям использования 
средств вычислительной техники [7–9]. 

Элементная база расчетных схем в виде механиче-
ских колебательных систем с сосредоточенными пара-
метрами в большинстве случаев формируется из упру-
гих элементов различной природы (или пружин), уст-
ройств для диссипации энергии (демпферов), преобра-
зования движения и массоинерционного звена, высту-
пающего в качестве объекта, состояние которого оце-
нивается, а также промежуточных массоинерционных 
элементов. 

Теоретические основы оценки динамических взаи-
модействий такого рода элементов рассмотрены в ра-
ботах [10–12]. 

Определенными возможностями в детализации о 
формах физических представлений обладают методы 
структурного математического моделирования, разви-
тые в работах [13–15]. 

При разработке расчетных схем технические объек-
ты в большинстве своем отображаются достаточно 
сложными структурами, содержащими элементы, со-
единенные в группы, компакты и образования, в кото-
рых присутствуют разнообразные связи. Процесс уп-
рощения математических моделей вполне закономерен 
в таких ситуациях, однако практическая реализация 
таких подходов связана с определенными трудностями. 
Ряд вопросов в этом направлении нашел отражение в 
работах [15–20]. Вместе с тем многие особенности 
предлагаемых упрощений еще далеки от окончатель-
ной оценки и требуют большей степени детализации 
представлений. В частности, это можно отнести к 
оценке возможностей квазиэлементов, отражающих 
совокупные динамические свойства определенных 
структур, в отношении которых могут быть реализова-
ны способы и методы построения приведенных и 
обобщенных характеристик. Исследования в этом на-
правлении [21–23] обеспечили определенные позиции 
для решения задач анализа и динамического синтеза 
[15–20], однако остается ряд принципиальных вопро-
сов и исходных положений, нуждающихся в дальней-
шем изучении. 

В предлагаемой статье развивается метод построе-
ния квазипружин как некоторых структурных образо-
ваний, обладающих свойствами обычных пружин в 
различного рода соединениях. Отличие квазипружин 
от обычных заключается в зависимости их параметров 
от частоты внешнего гармонического воздействия. 

Общие положения. Постановка задачи исследо-
вания. Решение многих задач динамики, связанных с 
поиском и разработкой способов и средств оценки, 
контроля и управления параметрам динамического со-
стояния, предполагает выделение объекта и формиро-
вание расчетных схем в виде механических колеба-
тельных систем той или иной сложности. Одним из 
обобщенных подходов при постановке такого рода за-
дач является математическое моделирование, основан-
ное на использовании структурных схем или динами-
ческих аналогов механических колебательных систем в 
виде эквивалентных в динамическом отношении сис-
тем автоматического управления [8; 15–20]. 

Характерными в этом плане являются задачи дина-
мики в различных направлениях защиты машин, обо-
рудования, приборов и аппаратуры от вибрационных 
воздействий и нагрузок. Сопоставление виброзащит-
ных систем и систем автоматического управления ос-
новано на общности представлении о выборе объекта 
защиты (или управления), формировании набора типо-
вых элементов, определении особенностей связей меж-
ду элементами, правил соединения элементов между 
собой и преобразования структурных схем. 

В определенном смысле задачи виброзащиты для 
динамики машин могут рассматриваться как развитие 
обобщенных подходов в анализе и динамическом син-
тезе с использованием методов структурного матема-
тического моделирования [15; 19; 20]. 

1. Рассмотрим, в качестве примера виброзащитную 
систему (рис. 1 а), состоящую из объекта защиты мас-
сой m1 и типовых элементов с жесткостями k1, k2, k3 и 
промежуточной массой m2. Полагая, что внешнее воз-
мущение приложено к массе m1 и является гармониче-
ской силой Q1, запишем дифференциальные уравнения 
движения в системе координат y1, y2, связанных с не-
подвижным базисом: 

( ) ,2221111 Qykkkyym =−++&&     (1)                                

( ) .01232222 =−+⋅+ ykkkyym &&    (2)                                 

После преобразований Лапласа (при нулевых на-
чальных условиях) система дифференциальных линей-
ных уравнений (1), (2) может быть преобразована к 
виду: 

( ) ,222111
2

1 Qykkkyypm =−+⋅+   (3)                                 

( ) ,0123222
2

2 =−+⋅+ ykkkyypm    (4)                                

где р = jω — комплексная переменная, (–) — значок 
для обозначения переменной по Лапласу [17–20]. 

Система уравнений (3), (4) может быть интерпрети-
рована в виде эквивалентных схем (графических анало-
гов уравнений (3), (4)), как показано на рис. 1 а в дета-
лизированном и обобщенном виде. 

Динамические свойства системы определяются набо-
ром типовых элементов, как это следует из схем, приве-
денных на рис. 1 а, б, в. В данном случае на рис. 1 а ис-
пользуются типовые элементы в виде линейных пружин 
(k1, k2, k3), промежуточной массы m2 и объекта защиты m1. 
Структурные аналоги типовых элементов, в частности 
для пружин, имеют вид типовых усилительных звеньев с 



Системы. Методы. Технологии. С.В. Белокобыльский
 
и др. Упругие элементы … 2016 № 2 (30) с. 7-17 

9 

передаточными функциями 11 )( kpw =′ , 22 )( kpw =′ , 

33 )( kpw =′ . В свою очередь, массоинерционные элемен-
ты m1 и m2 в структурных отображаются типовыми диф-
ференцирующими элементами второго порядка с переда-

точными функциями 2
1)(

1
pmpwm =′ , 2

2)(
2

pmpwm =′ . 

Набор типовых звеньев может быть существенно расши-
рен, что нашло отражение в ряде работ [15; 19–21; 24]. В 
первую очередь это демпферы или диссипативные эле-
менты, имеющие передаточную функцию дифференци-
рующего звена первого порядка, и др. 
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Рис. 1. Расчетная схема (а); детализированная (б) и обобщен-
ная структурные схемы (в) виброзащитной системы с двумя 
степенями свободы 

 
2. Для механических колебательных систем в их 

структурных интерпретациях соединения типовых 
звеньев между собой определяются правилами парал-
лельного и последовательного соединения пружин. 
Используя эти правила, могут быть построены опреде-
ленные блоки (компакты) и структуры, состоящие из 
нескольких типовых элементов. В тех случаях, когда 
объект защиты от вибраций определен, и виброзащит-
ная система (ВЗС) отображается структурными схема-
ми в виде приведенных на рис. 1 б и 1 в, преобразова-
ния выполняются на основе правил преобразования 
структурных схем систем автоматического управления. 
Важным для последующих исследований является то 

обстоятельства, что  типовые элементарные звенья в 
структурных математических моделях ВЗС, а также 
структуры или блоки типовых элементов в качестве 
входного сигнала имеют смещение, а в качестве вы-
ходного — силовой фактор (сила). 

В такой интерпретации подхода лежит представле-
ние о том, что сложные звенья, получаемые соединени-
ем типовых элементов в некоторые блоки или структу-
ры, также могут взаимодействовать между собой по 
тем же правилам, что и типовые элементы. 

3. Что касается объекта защиты в структурных ин-
терпретациях ВЗС, то он принимает вид интегрирую-
щего звена второго порядка. При этом на вход такого 
звена поступает сила, а выходным сигналом является 
перемещение. Более подробные представления о де-
талях структурных интерпретаций приведены в рабо-
те [25]. 

Механическая колебательная система (рис. 1 а) со-
стоит из двух парциальных систем, каждая из которых 
определяется своим составом при остановке движения 
по всем обобщенным координатам [12]. На структур-
ной схеме (рис. 1 в) видно, что система в целом состоит 
из двух парциальных структур, которые имеют между 
собой межпарциальную упругую связь (звено с переда-
точной функцией 22 )( kpw =′ ). Детализированная схема 
парциальной системы приводится на рис. 1 б. Парци-
альные схемы связаны между собой по принципу об-
ратной связи, то есть выход одной парциальной систе-
мы является входным сигналом для другой. Переда-
точные функции системы соответственно имеют вид: 

( ) ,)( 32
2

2

1

1
1 pA

kkpm

Q

y
pW

++
==       (5)          

( ) ,)( 2

1

2
2 pA

k

Q

y
pW ==         (6) 

где: 

( ) 2
232

2
221

2
1 ))(( kkkpmkkpmpA −++++= .  (7)    

Передаточная функция межпарциальных связей оп-
ределяется выражением: 

,)(
32

2
2

2

1

2
12

kkpm

k

y

y
pW

++
==             (8)   

Задача исследования заключается в развитии пред-
ставлений о возможностях структурных преобразова-
ний механических колебательных систем с выделением  
в них звеньев обобщенного вида, представляющих со-
бой структурные преобразования из нескольких эле-
ментов, при входном сигнале в виде смещения, а при 
выходном — в виде силы. 

Построение математических моделей ВЗС с уче-
том возможностей соединения типовых элементов. 
Если рассмотреть расчетную схему ВЗС с одной степе-
нью свободы, как показано на рис. 2 а, то динамиче-
ское состояние объекта защиты m определяется урав-
нением движения: 

( ) .21 Qkkyym =++&&                      (9) 
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Структурная схема системы (рис. 2 а) приведена на 
рис. 2 б, в с учетом правил формирования обратных 
связей. 
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Рис. 2. Система с одной степенью свободы (базовый вари-
ант): а — расчетная схема; б — детализированная схема; в — 
структурная схема с выделением цепи отрицательной дина-
мической жесткости 

 
Передаточная функция системы с одной степенью 

свободы (рис. 1 б, в) имеет вид: 

.
1

)(
21

21
kkmpQ

y
pW

++
==′   (10) 

Знаменатель (10) представляет собой динамическую 
жесткость системы: 

                  .)( 21
2 kkmppD ++=          (11) 

Из (11) следует, что частота резонанса, или собст-
венных колебаний, определится выражением: 

                 .212
соб m

kk

Q

y +==ω         (12)  

Сопоставляя (10) и (12), найдем, что динамическая 
жесткость системы D(ω) при частоте из (12) становится 
равной нулю. Последнее можно интерпретировать та-
ким образом, что динамическая жесткость системы, 
будучи характеристикой свойств системы, состоит из 
трех частей и формируется как сумма жесткостей двух 
упругих элементов k1, k2, а также динамической жест-
кости, формируемой элементом m. Отметим, что k1 и k2 
не зависят от частоты внешнего воздействия, в то вре-
мя как элемент m формирует силовой фактор с отрица-
тельной динамической жесткостью «–mω2». Сумма 
динамических жесткостей, таким образом, будет равна 
нулю. В рассматриваемом случае выражение (11) явля-
ется характеристическим уравнением, то есть характе-
ристическое уравнение, по своей физической сути, яв-

ляется суммой динамических жесткостей системы, 
приведенных к точке, в которой приложена сила Q. 

Динамическая жесткость системы (рис. 1 а), опре-
деляется выражением (11); она состоит из двух частей. 
Одна часть представляет собой блок (или структуру) из 
двух параллельно соединенных пружин k1 и k2. Вторая 
часть является некоторой формой «особой пружины», 
реализуемой типовым элементом, относящимся к мас-
соинерционным звеньям m, обладающим свойством 
создавать динамическую отрицательную жесткость, 
величина которой зависит от частоты внешнего возму-
щения. Если динамическая жесткость всей системы 
при таком рассмотрении равна нулю, то при этом опре-
деляется частота собственных колебаний. Таким обра-
зом, частота собственных колебаний также приобрета-
ет физическое объяснение — это частота колебаний, 
при которой возможны взаимодействия в системе, со-
провождающиеся проявлениями нулевой динамиче-
ской жесткости. 

Что касается отдельных фрагментов системы с не-
сколькими степенями свободы, то аналогичным обра-
зом рассматривается динамическая жесткость соответ-
ствующей части системы. Такая структура может быть 
названа квазипружиной. Типовые элементарные зве-
нья, рассмотренные выше — пружины k1, k2 и массои-
нерционный элемент m (и др.), — могут быть соотне-
сены с понятиями динамической жесткости типовых 
элементов систем. 

В простейших вариантах создания структур или 
квазипружин, когда составляющие элементы являются 
только пружинами с постоянными жесткостями, ква-
зипружина приводится к обычному упругому элементу 
в работе [26]. Такие образования получили также на-
звание компактов. 

В системе с двумя степенями свободы характери-
стическое уравнение системы, в соответствии со струк-
турной схемой на рис. 1 б, принимает вид   

,0
32

2
2

2
2

21
2 =

++
−++

kkpm

k
kkmp  (13) 

что позволяет предложить графоаналитический метод 
определения частот собственных колебаний. Введем 
обозначения для определения динамических жестко-
стей: 

( ) ,21
2

1 kkmD ++ω−=ω                   (14)    

( ) .
32

2
2

2
2

1
kkm

k
D

++ω−
=ω   (15) 

С учетом (14), (15) выражение (13) примет вид: 

                     ( ) ( ).1 ω=ω DD           (16) 

Выражение (14), в физическом смысле, отображает 
динамическую жесткость структурного образования, 
как это показано на рис. 3. Такое структурное образо-
вание (обведено контурами I, II) можно назвать ква-
зипружиной (контур II на рис. 3 соответствует опера-
торной форме записей). Динамическая жесткость ква-
зипружины определяется выражением (15). В рас-
сматриваемом случае динамическая жесткость ква-
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зипружины зависит от частоты внешнего воздействия: 

при ω = 0, ( ) ,0
32

2
2

1 kk

k
D

+
=  что определяет статическую 

жесткость квазипружины при частоте, которая соответ-
ствует значению: 

                         ,
2

322
2

m

kk
n

+=                      (17) 

то есть парциальной частоте системы из элементов m2, 
k2, k3 (рис. 2 в). В свою очередь, для парциальной сис-
темы из элементов m1, k1, k2 (рис. 2 в) имеем 

.
1

212
1

m

kk
n

+=                 (18) 

На рис. 3 показано система, расчетная схема кото-
рой приведена на рис. 2 а, но в результате преобразо-
ваний в исходной системе выделена квазипружина (об-
ведена контуром I на рис. 3). 
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Рис. 3. Принципиальная схема механической колебательной 
системы с квазипружиной: контур I — квазипружина из   
элементов m2, k2, k3; контур II — операторная форма квазип-
ружины 

Отметим, что в рассматриваемом случае введение 
квазипружины как составного элемента в параллельное 
соединение к пружинам k1 и k2 приводит к исключению 
координаты y2. Такой прием носит условный характер, 
поскольку квазипружина содержит в своем составе мас-
соинерционный элемент m2, который принимает участие 
в формировании динамических свойств системы. 

На рис. 4 приведены варианты преобразования 
структурной схемы (рис. 2 в). 
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Рис. 4. Варианты форм обратных связей при выделении 
объекта защиты в виде массоинерционного элементы m1: а —
динамическая жесткость квазипружины определяется переда-
точной функцией межпарциальной связи; б — квазипружина 
в структуре парциальной системы m1, k1, k2; в — квазипружи-
на в структуре парциальной системы в приведенном виде;
г — квазипружина как обратная отрицательная связь по
отношению к системе m1, k1; д — упругая система как обратная 
отрицательная связь по отношению к объекту защиты m1 

Приведенные выше варианты структурных преоб-
разований показывают возможности квазипружины 
входить в различные комбинационные связки и соеди-
нения с типовыми элементами системы. Таким образом 
динамическая жесткость квазипружины проявляется в 
различных формах взаимодействия с другими элемен-
тами системы, но это является лишь проявлением ди-
намических свойств фрагментов системы, но не систе-
мы в целом. 

Отметим, что динамическая жесткость квазипружи-
ны из выражения (15) может стать бесконечно большой 
при частоте внешней силы, совпадающей с парциаль-
ной частотой n2 из выражения (16). В этом случае ди-
намическая жесткость системы в целом становится 
также бесконечно большой; при этом движение по ко-
ординате y1 «обнулится», что соответствует режиму 
динамического гашения колебания. Последнее следует 
также из структурных моделей на рис. 4 а – г, посколь-
ку величина обратной связи становится бесконечно 
большой. Однако это не означает, что движение по 
координате y2 прекратится. 

На рис. 5 приведены графики D(ω), D1(ω) и ( )ω
1

2

y

y
, 

из которых следует, что пересечение D(ω) и D1(ω) оп-
ределяет частоты собственных колебаний. 
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Рис. 5. принципиальная схема определения частот собственных колебаний и отношения амплитуд y1 и y2 в зависимости от 

частоты: кривая 1 — соответствует D(ω); кривая 2 — соответствует D1(ω); кривая 3 — соответствует )(
1

2 ω
y

y
 

 
При пересечении графиков D(ω) и D1(ω) (точки (1) 

и (2)) определяются частоты собственных колебаний. 
На графиках 1, 2, 3 (рис. 5) имеется ряд характер-

ных точек. Пересечения графиков D(ω) и D1(ω) опреде-
ляют (1) и (2), соответствующие собственным частотам 
ω1соб и ω2соб. Точки (3) и (4) (рис. 5) соответствуют пар-
циальным частотам n1 и n2. Расположение частот соб-
ственных колебаний и парциальных соответствует ус-
ловию: 

                    ,соб221соб1 ω<<<ω nn            (19)  

что совпадает с известными результатами [27]. В точ-
ках (1), (2) ординаты D(ω) и D1(ω) в сумме дают значе-
ние динамической жесткости системы, равное нулю. 
Вместе с тем на этих частотах реализуется режим резо-
нанса. Таким образом, собственные колебания можно 
рассматривать как режим взаимодействия элементов 
систем при силе Q1, приложенной к m1, при котором 
сила Q1 не встречает «сопротивления». 

На рис. 5 приведены также точки пересечения гра-

фика ( )ω
1

2

y

y
 с вертикальными линиями, проходящими  

через частоты ω1соб и ω2соб. Определенные значения 
соотношения, в частности а1 (в положительной области 
значений), соответствуют первой форме свободных 
колебаний, когда элементы m1 и m2 одновременно дос-
тигают максимальных значений; при этом амплитуды 
движения по координатам y1 и y2 не являются равными 
и определяются а1. Аналогичная ситуация возникает на 

частоте ω2соб. В этом случае вынужденные движения, 
возбуждаемые силой Q1, позволяют определить формы 
свободных колебаний на частоте ω2соб (вторая форма 
колебаний); движение по координате y1 и y2 происхо-
дит в противофазе, а отношение амплитуд будет опре-
деляться значением а2 (т. е. отрицательной величиной). 

Более детальная информация о соотношениях ам-
плитуд колебаний приведена в [28]. Важным обстоя-
тельством для дальнейших исследований является то, 
что соотношения амплитуд, как это следует из графика 

( )ω
1

2

y

y
 (рис. 5), сохраняются при переходе через часто-

ты резонансных явлений ω1соб и ω2соб. Частота динами-
ческого гашения n2  в данном случае совпадает с бес-
конечно большим значением динамической жесткости 
квазипружины D1(ω); одновременно на этой же частоте 
происходит изменение форм колебаний, то есть пере-
ход от совместного движения m1 и m2 по координатам 
y1 и y2  к движениям в противофазе. 

Особенности движения системы при нулевой ди-
намической жесткости квазипружины. Из предшест-
вующего рассмотрения следует, что квазипружина пред-
ставляет собой структурное образование, в составе ко-
торого находятся массоинерционные элементы. Отме-
тим, что в разделе II квазипружина по своей структуре 
соответствует, в физических представлениях, парциаль-
ной системе m2, k2, k3, то есть набор элементов, входя-
щих в состав квазипружины, определяется теми же эле-



Системы. Методы. Технологии. С.В. Белокобыльский
 
и др. Упругие элементы … 2016 № 2 (30) с. 7-17 

13 

ментами, что и в парциальной системе. При этом сило-
вое возмущение непосредственно не прикладывается.  

На рис. 4 а квазипружина представляет собой об-
ратную отрицательную связь. В этом смысле она соот-
ветствует по возможностям соединения упругих эле-
ментов k1 и k2 в «базовой системе». Если квазипружина 
соединяется параллельно с упругим элементом k2, то 
такое параллельное соединение может также рассмат-
риваться как квазипружина, но более сложного вида. В 
этом случае динамическая жесткость квазипружины 
будет определяться выражением: 

           ( ) ( )
.

32
2

2

3
2

22
1

kkpm

kpmk
D

++
+⋅

=ω′          (20) 

Для такой квазипружины возможен режим нулевой 
динамической жесткости на частоте: 

                           .
2

32
0 m

k
=ω    (21) 

В этом случае объект защиты (имеется в виду виб-
розащита) будет опираться на пружину с жесткостью 
k1. При этом отношение амплитуд колебаний y1 и y2 
определится выражением: 

                           ,1
2

2

1

2 ==
k

k

y

y
                   (22) 

то есть элементы m1 и m2 будут двигаться таким обра-
зом, что деформации пружины k2 не происходит. 

При параллельном присоединении упругого эле-
мента k1 к квазипружине ( )ω1D′  можно получить ква-

зипружину более общего вида: 

( ) ( )
.

32
2

2

2
221313221

1
kkpm

pmkkkkkkkk
D

++
⋅++++

=′′ ω  (23) 

Результаты таких преобразований приведены на 
рис. 4 д. Динамическая жесткость такой (сводной) ква-
зипружины будет равна нулю при частоте: 

( ) .
2

21

21
3

221

3132212
д m

kk

kk
k

mkk

kkkkkk +
+

=
⋅+
++

=ω          (24) 

Подставляя (24) в выражения (8), получим, что: 

2

21

1

2

k

kk

y

y +
= .   (24') 

Таким образом, массы m1 и m2 будут двигаться  
«слитно», но амплитуды колебаний по координатами y1 
и y2 будут различными и определятся выражением 
(24'). Частота собственных колебаний ω1соб будет 
меньше частоты из выражения (24). 

Влияние точки приложения внешней силы. 
Сравнительный анализ динамических свойств упругих 
элементов и их структурных образований показал, что 
квазипружины являются структурами, которые форми-
руются с учетом особенностей выбора объекта защиты, 
расположения приложенных сил и зависят от значений 
параметров системы. Особенностью квазипружины 
является ее зависимость от частоты, что предопределя-
ет возможность получения динамических жесткостей 
отрицательных и положительных значений. Кроме то-
го, динамическая жесткость квазипружины как элемен-
та системы может принимать нулевые и бесконечно 
большие значения. 

Рассматривается случай, когда объект защиты m1 
определяется координатой y1, а промежуточный мас-
соинерционный элемент m2 — координатой y2; при 
этом внешняя гармоническая сила Q2 прикладывает к 
массе m2. Запишем уравнения движения: 

( ) ,02221111 =−++ ykkkyym &&      (25)                                  

( ) .21232222 Qykkkyym =−+⋅+&&        (26)                                 

При использовании преобразований Лапласа может 
быть построена структурная математическая модель 
такого же вида, как на рис. 1 в, но сила Q2 будет прило-
жена в точке (2), а не в (1), как это принималось ранее. 

В этом случае передаточная функция межпарциаль-
ных связей принимает вид: 

        ( ) .
21

2
1

2

2

1
21

kkpm

k

y

y
pw

++
==           (27) 

Приложение внешнего воздействия Q2 к массе m2 
изменяет форму характеристического уравнения. В 
этом случае имеем: 

.0
21

2
1

2
2

32
2

2 =
++

−++
kkpm

k
kkpm            (28) 

На рис. 6 представлена схема определения частот 
собственных колебаний с учетом мажпарциальных свя-
зей, определяемых выражением (27). В данном случае 
динамические жесткости имеют вид: 

( ) ,32
2

2 kkmD ++ω−=ω′               (29) 

( ) .
21

2
1

2
2

2
kkm

k
D

++ω−
=ω         (30) 

При численном моделировании параметры 1a′ , 2a′  и 

частоты собственных колебаний совпадают с данными, 
приведенными в работе [29]. 

Структурные схемы системы при возмущении Q2, 
приложенном к массе m2, приведены на рис. 7 а – г. 
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Рис. 6. Принципиальная схема определения частот собственных колебаний и отношения амплитуд y1 и y2 в зависимости 

от частоты: кривая 1 соответствует D’(ω); кривая 2 соответствует D2(ω); кривая 3 соответствует )(
2
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y
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Рис. 7. Варианты структурных схем исходной системы при внешней силе Q2, приложенной к элементу m2: а — структурная 
схема общего вида с парциальными системами; б — выделение парциальной системы с объектом защиты m1 и эквивалентным 
переносом внешней силы Q2; в — перевод элемента k2 в цепь обратной связи по отношению к системе m2, k3; г — выделение 
обратной отрицательной связи по отношению к массоинерционному элементу m2 

 
При рассмотрении структурной схемы (рис. 7 а) 

можно отметить, что при частоте: 

.
1

12
1 m

kk
n

+=          (31) 

В системе возможна реализация режима динамиче-
ского гашения по отношению к массоинерционному 
элементу m2. 

При рассмотрении структурной схемы системы на 
рис. 7 в можно отметить возможность «обнуления» об-
ратной связи по отношению к системе m2, k2 на частоте: 

                         .
1

12
0 m

k=ω′      (32) 

В этом случае коэффициент амплитуды колебаний, 
определяемый из выражения (27), принимает значение  
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;1
2

1 =
y

y
 при этом обе массы будут осуществлять дви-

жения, где y2 – y1 = 0, то есть в рассматриваемом режи-
ме упругий элемент не будет деформироваться. 

При «обнулении» обратной связи по отношению к 
массоинерционному элементу m2 частота составит зна-
чение: 
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После подстановки (33) в (27) получим: 
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k

kk

y
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то есть обе массы перемещаются «слитно», но ампли-
туды движения по координатам y1 и y2 будут различ-
ными. 

Таким образом, динамические жесткости в динами-
ческих колебательных системах должны соотноситься 
с точками приложения внешних сил и структурами, 
движения которых оцениваются через формы совмест-
ных движений элементов системы. 

Заключение 
Механические колебательные системы с одной и 

несколькими степенями свободы как расчетные схемы 
технических объектов, даже в линейных постановках в 
рассмотрении возможных динамических свойств, обла-
дают особенностями, проявляющимися через совмест-
ные движения элементов. 

1. В работе предлагается метод построения матема-
тических моделей для оценки возможностей выбора и 
использования совместных движений элементов в раз-
личных формах. Метод заключается во введении поня-
тия «квазипружина», которое основано на представле-
ниях о возможностях формирования при определенных 
правилах структурных образований из типовых эле-
ментов или элементарных звеньев. 

2. Особенность метода предполагает предваритель-
ное построение математической модели в виде системы 
линейных дифференциальных уравнений с постоянны-
ми коэффициентами с последующим использованием 
преобразовании Лапласа. Последующие этапы связаны 
с построением структурных математических моделей в 
виде структурных схем эквивалентных в динамическом 
отношении систем автоматического управления. Типо-
вые звенья в структурных схемах интерпретируются 
как элементы с передаточными функциями усилитель-
ных, дифференцирующих и интегрирующих структур. 
Предлагается методика преобразования структурных 
схем и создания структурных образований, называемых 
квазипружинами. 

3. Понятие динамической жесткости может быть 
распространено в рассматриваемую систему «в целом», 
ее отдельные фрагменты и даже на типовые звенья, 
если свойства элементов зависят от частоты внешних 
воздействий. 

4. Показано, что при динамической жесткости сис-
темы «в целом», равной нулю, при приложении внеш-

ней гармонической силы возникает резонанс как физи-
ческое явление, соответствующее обнулению динами-
ческой жесткости. 

5. При рассмотрении режимов, в которых при дей-
ствии внешнего гармонического возмущения выделяе-
мое структурное образование или квазипружина при-
обретают нулевую жесткость, возникает специфиче-
ский режим движения, характеризующийся определен-
ным соотношением амплитуд элементов системы. 

6. Предлагается графоаналитический метод опреде-
ления частот собственных колебаний, основанный на 
интерпретациях характеристического частотного урав-
нения как суммы динамических жесткостей, приведен-
ных к одной точке. Такая сумма равна нулю, что пре-
допределяет возможности оценки влияния на распре-
деление собственных частот различных факторов. 

7. Сравнительный анализ показывает, что формы 
самоорганизации движений зависят от выбора мест 
приложения силовых факторов, хотя общая картина 
возможных форм взаимодействия сохраняется. 
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В последнее время вибрационное взаимодействие используется для разработки новых технологических процессов, в кото-
рых необходимое качество продукции обеспечивается за счет формирования структуры вибрационного поля сыпучей среды. 
Характеристики рационального вибрационного процесса определяются особенностями динамического взаимодействия грану-
лированной сыпучей среды с вибрирующей поверхностью рабочего органа и обрабатываемой деталью с учетом неудержи-
вающих связей. Для управления вибрационным технологическим процессом необходимы устройства для фиксации свойств 
рабочей гранулированной среды и варьирования вибрационного поля, ориентированные не на индивидуальные формы движе-
ния, а на регистрацию интегральных свойств динамического взаимодействия элементов гранулированной сыпучей рабочей 
смеси. В статье рассмотрены вопросы разработки математических моделей на основе интегральных свойств поведения 
рабочей среды. Предложены специальные датчики, составляющие измерительную базу регистрации динамических состояний 
рабочей среды. Разработан обобщенный подход для задач динамического синтеза вибрационных технологий, основанный на 
развитии аналитического метода функции зазора. Представлены устройства средств измерения характеристик вибрацион-
ного поля для регистрации признаков неоднородности. Предложены подходы к построению систем вибрационного возмуще-
ния рабочей сыпучей среды в однородном вибрационном поле. Предложена система регуляризации структуры вибрационного 
поля на основе использования устройства для преобразования движения и путем изменения массоинерционных характери-
стик рабочего органа технологической машины. 
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Vibration interaction has recently been used for development of new technological processes. In such processes quality of produc-
tion is provided due to formation of the structure of a vibration field of granular medium. Characteristics of rational vibration process 
are defined by features of dynamic interaction of the granulated medium with vibrating surface of a working body and the surface under 
processing, taking unilateral constrains into consideration. To control vibration technological process, devices are necessary for fixing 
the properties of the working granulated medium and varying the vibration field. The devices have to be focused not on fixing of indi-
vidual movement forms, but on registration of integrated properties of dynamic interaction of elements in the granulated medium. The 
article deals with the points of development of mathematical models on the basis of integrated properties of behavior of a working me-
dium. Special sensors of dynamic conditions of a working granular medium have been offered. The generalized approach for problems 


